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第 一 章 绪 人 论 


1.1 概 述 


振动 是 指 物体 经 过 它 的 平衡 位 置 所 作 的 往复 运动 或 系统 的 物 
理 量 在 其 平均 值 ( 或 平衡 值 ) 附 近 的 来 回 变 动 。 振 动 是 自然 界 最 普 
遍 的 现象 之 一 。 大 人 至 宇宙 ,小 至 亚 原 子粒 子 ,无 不 存在 振动 。 各 种 
形式 的 物理 现象 ,请 如 声 、 光 、 热 等 都 包含 振动 。 人 们 生活 中 也 离 不 
开 振 动 :心脏 的 撼动 .耳膜 和 声带 的 振动 ,都 是 人 体 不 可 缺少 的 功 
能 ;人 的 视觉 靠 光 的 刺激 ,而 光 本 质 上 也 是 一 种 电磁 振动 ;生活 中 
不 能 没有 声音 和 音乐 ,而 声音 的 产生 ,传播 和 接收 都 离 不 开 振 动 。 
在 工程 技术 领域 中 ,振动 现象 也 比比 丝 是 。 例 如 ,桥梁 和 建筑 物 在 
阵风 或 地 震 激 励 下 的 振动 ,飞机 和 和 船舶 在 航行 中 的 振动 ,机 床 和 思 
具 在 加 工时 的 振动 ,各 种 动力 机 械 的 振动 ,控制 系统 中 的 自 激 振 
动 等 。 

在 许多 情况 下 ,振动 被 认为 是 消极 因素 。 例 如 ,振动 会 影响 精 
密 仪 串 设 备 的 功能 ,降低 加 工 精 度 ,加剧 构 件 的 疫 荔 和 磨损 ,从 而 
缩短 机 器 和 结构 物 的 使 用 寿命 。 振 动 还 可 能 引起 结构 的 大 变形 破 
坏 , 有 的 桥梁 和 曾 因 振动 而 替 毁 ;飞机 机 导 的 闸 振 、 机 轮 的 持 振 往往 
造成 事故 ;车 、 船 和 机 舱 的 振动 会 劣化 乘 载 条 件 ; 强 烈 的 振动 哄 声 
会 形成 严重 的 公害 。 

然而 ,振动 也 有 它 积极 的 一 面 。 例 如 ,振动 是 通信 .广播 .电视 、 
雷达 等 工作 的 基础 。50 年 代 以 来 ,陆续 出 现 许 多 利用 振动 的 生产 
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装备 和 工艺 .例如 ,振动 传输 、 振 动 第 选 , 振 动 研 磨 、 振 动 抛光 ,振动 
沉 桩 振动 消除 内 应 力 等 ,它们 极 大 地 改善 了 劳动 条 件 , 成 十 信 、 成 
百倍 地 提高 了 劳动 生产 率 ,可 以 预期 , 随 着 生产 实 牙 和 科学 研究 的 
不 断 进 展 , 振 动 的 利用 还 会 与 日 俱 增 。 

各 个 不 同 领域 中 的 振动 现象 虽然 各 具 特 色 , 但 往往 有 着 相似 
的 数学 力学 描述 。 正 是 在 这 种 共性 的 基础 上 ,有 可 能 建立 某 种 统一 
的 理论 来 处 理 各 种 振动 问题 ,振动 学 就 是 这 样 一 门 基础 学 科 , 它 借 
助 于 数学 物理 .实验 和 计算 技术 ,探讨 各 种 振动 现象 的 机 理 , 赠 明 
振动 的 基本 规律 ,以 便 克 服 振动 的 消极 因素 ,利用 其 积极 因素 ,为 
合理 解决 实践 中 遇 到 的 各 种 振动 问题 提供 理论 依据 。 


1.2 振动 系统 分 类 


机 械 振动 是 指 机 械 系统 ( 即 力学 系统 ) 中 的 振动 。 任 何 力学 系 
统 , 只 要 它 具有 弹性 和 惯性 ,都 可 能 发 生 振动 。 这 种 力学 系统 称 为 
振动 系统 。 振动 系统 可 分 为 两 大 类 ,离散 系统 和 连续 系统 。 连续 系 
统 具 有 连续 分 布 的 参量 ,但 可 通过 适当 方式 化 为 离散 系统 。 

按 自由 度 划分 ,振动 系统 可 分 为 有 限 多 自由 度 系 统 和 无 限 多 
自由 度 系统 。 前 者 与 离散 系统 相对 应 ,后 者 与 连续 系统 相对 应 。 

离散 系统 由 集中 参量 元 件 组 成 。 力 学 系统 中 的 集中 参量 元 件 
有 三 种 :质量 、 弹 竹 和 阻尼 器 。 它 们 都 是 理想 化 的 力学 模型 。 质 量 
(包括 转动 惯量 ) 是 只 具有 惯性 的 力学 模型 ,弹簧 是 不 计 本 身 质 量 、 
只 具有 弹性 的 “模型 ”; 弹 性 力 和 形变 一 次 方 成 正比 的 弹簧 , 称 为 线 
性 弹簧 .阻尼 器 模型 既 不 具有 惯性 ,也 不 具有 弹性 。 它 是 耗 能 元 件 ， 
在 运动 时 产生 阻力 ;阻力 与 速度 一 次 方 成 正比 的 阻尼 器 , 称 为 线性 
阻尼 器 。 

离散 系统 在 工程 上 有 广泛 的 代表 性 .例如 ,固定 在 混凝土 基础 
上 的 精密 机 床 ,基础 下 面 还 铺 有 弹性 衬 垫 (图 1.1)。 进行 隔 振 分 析 
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时 ,需要 考察 机 床 和 基础 的 整体 振动 。 这 时 ,考虑 到 机 床 和 基础 的 
弹性 远 比 衬 垫 小 得 多 , 故 可 略 去 其 弹性 而 把 它们 视 为 集中 质量 ; 另 
一 方面 , 衬 垫 的 质量 远 比 机 床 和 基础 的 质量 小 得 多 ,可 以 略 去 ,而 
把 衬 垫 看 做 弹 答 ;而 衬 垫 本 身 的 内 摩 掠 以 及 基础 和 周围 约束 之 间 
的 摩擦 起 着 阻尼 的 作用 ,可 以 把 它们 合 在 一 起 看 做 是 一 个 阻尼 器 。 
因而 ,在 隔 振 分 析 中 ,这 一 系统 可 简化 为 离散 系统 (图 1. 2)。 当 然 ， 
在 分 析 机 床 本 身 的 振动 或 机 床 、 工 件 . 刀 具 系 统 的 振动 时 ,必须 考 
虑 机 床 本 身 的 弹性 .通过 适当 简化 ,机 床 本 身 又 可 看 做 一 个 离散 系 
统 。 离 散 系 统 的 运动 ,数学 上 用 常 微分 方程 描述 。 


1.1 铺 有 弹性 衬 垫 的 机 床 混凝土 地 基 


连续 系统 是 由 弹性 体 元 件 组 成 的 。 弹 性 体 可 以 看 做 由 无 数 质 


点 组 成 ,各 质点 间 有 弹性 联系 ,只 要 满足 连 jx 
续 性 条 件 , 任 何 微小 的 相对 位 移 都 是 可 能 | 
的 。 因 此 ,一 个 弹性 体 有 无 限 多 个 自由 度 。 


典型 的 弹性 体 元 件 有 杆 、 梁 、 轴 、 板 、 过 等， 
弹性 体 的 惯性 .弹性 与 阻尼 是 连续 分 
布 的 , 故 称 连 续 系 统 , 工 程 上 许多 振动 系统 
取 连 续 系统 的 模型 .例如 ,涡轮 盘 通常 取 为 图 1.? 简化 成 离 
变 厚 度 的 圆 板 ,涡轮 叶 片 通常 取 为 变 截面 散 系统 
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的 梁 或 过 等。 连续 系统 的 运动 ,数学 上 用 偏 微分 方程 描述 。 

参量 的 变化 规律 可 用 时 间 的 确定 函数 描述 的 振动 系统 , 称 为 
定 则 系统 (又 称 确定 性 系统 )。 如 果 系 统 中 的 各 个 特性 参量 (质量 、 
刚度 .阻尼 系数 等 ) 都 不 随时 间 而 变 , 即 它们 不 是 时 间 的 显 函 数 ,就 
称 这 系统 为 常 参量 系统 (定常 系统 ); 反 之 , 则 称 为 变 参量 系统 ( 非 
定常 系统 )。 常 参量 系统 的 运动 用 常 系数 微分 方程 描述 .。 而 描述 变 
参量 系统 需要 用 变 系数 微分 方程 。 

若 系 统 参量 变化 无 常 , 无 法 用 时 间 的 确定 函数 描述 ,而 只 能 用 
有 关 统 计 特性 描述 ,这 种 系统 就 称 为 随机 系统 。 

一 个 质量 不 随 运动 参量 (坐标 .速度 .加 速度 等 ) 的 变化 而 变 
化 , 且 其 弹性 力 与 阻尼 力 都 可 以 简化 为 线性 模型 的 振动 系统 称 为 
线性 系统 。 线 性 系统 的 运动 用 线性 微分 方程 描述 。 凡 是 不 能 简化 
为 线性 系统 的 振 系 都 称 为 非 线性 系统 。 

严格 地 说 ,实际 振动 系统 的 弹性 力 和 阻尼 往往 不 符合 线性 模 
型 。 但 在 许多 情况 下 ,只 要 系统 振幅 不 大 ,从 线性 弹簧 和 线性 阻尼 
的 假设 出 发 , 常 可 得 出 足够 准确 的 有 用 结论 。 但 也 有 不 少 振动 过 
程 , 如 果 不 考 虑 非 线性 因素 ,就 无 法 说 明 有 关 现 象 ; 各 种 自 激 振动 
现象 就 是 最 典型 的 例子 。 为 方便 起 见 , 有 时 故意 引入 一 些 非 线性 因 
素来 达到 预期 的 目的 ,例如 ,采用 各 种 限 位 器 、 继 电 型 控制 器 等 ,在 
这 种 情况 下 ,可 以 按 非 线性 问题 来 处 理 ， 

一 个 实际 振动 系统 应 该 采用 何 种 简化 模型 ,需要 根据 具体 情 
况 来 确定 。 同 一 系统 ,在 不 同 条 件 下 ,可 采用 不 同 模型 。 例 如 , 受 迫 
振动 中 阻尼 的 影响 ,在 远离 共振 情况 下 可 不 考虑 ,从 而 能 使 计算 大 
为 简化 。 但 在 共振 的 情况 下 ,阻尼 起 决定 性 作用 ,绝对 不 能 略 去 。 又 
如 在 计算 简 支 梁 的 最 低 阶 固有 频率 时 ,可 假设 它 的 一 半 质 量 集中 
于 梁 的 中 点 处 ,由 此 可 得 到 很 准确 的 结果 ,而 在 研究 梁 受 冲击 荷载 
引起 的 响应 时 ,上 述 假 设 将 导致 错误 的 结论 。 因 此 ,所 采用 模型 的 
正确 与 否 , 还 得 由 实践 加 以 检验 。 
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综 上 所 述 , 振 动 系统 的 分 类 如 图 1. 3 所 示 。 
常 参量 系统 
中 杀 攻 
定 则 系统 一 下 名 量 条 统 
随机 系统 


单 自由 度 系统 
离散 系统 
捧 动 系统 一 二 多 自由 度 系统 
连续 系统 (无 限 多 自由 度 系统 ) 
线性 系统 


非 线 性 系统 


图 1.3 振动 系统 的 分 类 


本 书 采 用 的 系统 模型 限于 定 则 、 定 常 . 线 性、 离散 或 连续 的 
异型 。 


1.3 振动 形式 分 类 
一 个 系统 受到 激励 ,会 呈现 一 定 的 响应 。 激 励 作 为 系统 的 输 


人 , 啊 应 作为 系统 的 输出 ,二 者 与 系统 特性 的 联系 如 图 1.4 所 示 ， 
系统 的 激励 可 分 为 两 大 类 : 定 则 激励 和 和 傅 机 激励 。 


图 1.4 激励 、 啊 应 和 系统 特性 关系 


激励 (输入 ) 响应 (输出 ) 


可 用 时 间 确 定 孙 数 来 描述 的 激励 称 为 定 则 激励 ,脉冲 激励 、 阶 
跃 激励 、 谐 和 激励 、 周 期 匆 励 都 是 典型 的 定 则 激励 。 一 个 定 则 系统 
受到 激励 时 , 啊 应 也 是 定 则 。 这 类 振动 称 为 定 则 振动 。 

随机 激励 则 不 能 用 时 间 的 确定 肾 数 摘 述 ,但 它们 其 有 一 定 的 
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统计 规律 性 ,可 用 随机 上 项 数 找 述 、 即 使 是 定 则 系统 ,在 受到 随机 激 
励 时 ,系统 的 啊 应 也 会 是 随机 的 。 这 类 振动 称 为 随机 振动 。 

此 外 ,振动 还 可 以 按 激励 的 控制 方式 分 为 四 类 :() 自由 振动 : 
通常 指 弹 性 系统 在 偏离 平衡 状态 后 ,不 再 受到 外 界 激 励 的 情形 下 
所 产生 的 振动 ;@) 强迫 振动 : 指 弹 性 系统 在 受 外 界 控制 的 激励 作 
用 下 发 生 的 振动 。 这 种 激励 不 会 因 振 动 被 抑制 而 消失 。(3) 自 激 振 
动 : 指 弹性 系统 在 受 系 统 振动 本 身 控制 的 激励 作用 下 发 生 的 振动 。 
在 适当 的 反馈 作用 下 ,系统 会 自动 地 激 起 定 幅 振动 .一旦 振动 被 抑 
制 ,激励 也 随 之 消失 。 由 参 激 振动 : 指 激励 方式 是 通过 周期 地 或 随 
机 地 改变 系统 的 特性 参量 来 实现 的 振动 .归纳 起 来 ,振动 形式 的 分 
类 如 图 1.5 所 示 。 


( 按 激励 性 质 分 ) 定 则 振动 


振动 形式 自由 振动 


( 按 激 励 控制 方式 分 ) 


图 1.5 振动 形式 的 分 类 


本 书 仅 限于 考察 确定 性 激励 下 的 自由 与 受 迫 振动 。 
1.4 研究 方法 


对 于 定 则 系统 或 随机 系统 的 振动 问题 ,一 般 都 是 已 知 激励 、 响 
应 、 系 统 特性 中 的 二 者 而 求 第 三 者 ,在 激励 条 件 和 系统 特性 已 知 的 
情况 下 , 求 系统 的 响应 , 称 为 振动 分 析 。 在 系统 特性 和 响应 已 知 的 
情况 下 , 反 推 系统 的 激励 , 称 为 振动 环境 预测 。 在 激励 和 响应 均 为 
已 知 的 情况 下 ,确定 系统 的 特性 , 称 为 振动 特性 测定 或 系统 识别 . 
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还 有 另 一 种 提 法 是 振动 综合 或 振动 设计 , 即 在 一 定 的 激励 条 件 下 ， 
如 何 确定 系统 的 特性 ,使 系统 的 响应 满足 指定 的 条 件 。 

实际 振动 问题 往往 错综复杂 , 它 可 能 同时 包含 识别 、 分 析 、 综 
合 等 几 方面 的 问题 ,通常 将 实际 问题 抽象 为 力学 模型 ,实质 上 是 系 
统 识别 问题 .针对 系统 模型 列 式 求解 的 过 程 ,实质 上 是 振动 分 析 的 
过 程 。 分 析 并 非 问题 的 终结 ,分 析 的 结果 还 必须 用 于 改进 设计 或 排 
除 故 谭 ( 实 际 的 或 潜在 的 ) ,这 就 是 振动 综合 或 设计 的 问题 . 

解决 振动 问题 的 方法 不 外 平 通过 理论 分 析 和 实验 研究 , 二 者 
是 相连 相 成 的 。 在 振动 的 理论 分 析 中 大 量 应 用 数学 工具 ,特别 是 数 
字 计 算 机 的 日 益 发 展 ,为 解决 复杂 振动 问题 提供 了 强 有 力 的 手段 。 
从 60 年 代 中 期 以 来 ,振动 测试 和 信号 分 析 技术 有 了 重大 突破 和 进 
展 ,这 又 为 振动 问题 的 实验 、 分 析 和 研究 开拓 了 广阔 的 前 景 。 

本 书 着 重 阑 述 振动 的 基本 理论 与 分 析 方 法 ,并 结合 实际 说 明 
其 应 用 前 景 。 完 全 掌握 这 些 内 容 也 就 初步 具备 解决 实际 振动 问题 
的 能 力 , 并 为 进一步 开展 研究 工作 打下 了 良好 的 基础 。 


第 二 章 1 自由 度 线 性 系统 (一 ) 
一 一 自由 振动 


2.1 引 言 


本 章 及 随后 的 两 章 考 察 最 简单 的 .也 是 最 基本 的 振动 系统 
一 一 1] 上 且 由 度 线性 系统 .本 章 讨 论 它 的 自由 振动 .所 谓 自 由 振动 是 
指 系统 受 初 始 扰动 后 , 仅 乔 弹性 恢复 力 来 维持 的 振动 。 分 析 指 出 ， 
在 不 计 阻 尼 的 情形 下 ,系统 的 自由 振动 是 简 谐 运动 , 它 是 振动 的 一 
种 最 基本 的 形态 ,简称 谐振 动 。 谐 振动 的 三 个 特征 晤 是 振幅 、 频 率 
与 相位 。 无 阻尼 线性 振 系 的 自由 振动 频率 仅仅 决定 于 系统 的 惯性 
与 弹性 , 它 表 征 系统 国有 的 一 种 振动 特性 , 称 为 固有 频率 。 系 统 日 
由 振动 的 振幅 与 相位 则 取决 于 运动 的 初始 和 条件。 通常 取 激 扰 终了 
时 刻 作 为 自由 振动 的 起 始 时 刻 , 初 始 条 件 就 是 指 这 一 时 刻 系统 的 
运动 参数 一 一 位 移 与 速度 。 在 不 计 阻 尼 的 前 所 下 ,系统 在 自由 振动 
中 满足 机 械 能 守恒 原理 ,由 此 得 出 谐振 动 这 一 重要 概念 , 它 货 容 整 
个 振动 分 析 中 。 

在 阻尼 不 容 忽视 的 情形 下 ,系统 在 自由 运动 中 机 械 能 不 再 守 
恒 ,而 是 随 着 运动 不 断 耗 散 。 理 论 分 析 中 ,通常 假定 阻尼 力 大 小 与 
速度 成 正比 , 邑 采 用 线性 阻尼 的 模型 。 根 据 阻尼 的 大 小 ,系统 的 日 
由 运动 呈现 两 种 不 同 的 形式 :振动 的 与 非 振动 的 ,在 这 两 种 形式 之 
间 存 在 着 一 个 过 渡 状 态 , 它 也 是 非 振 动 的 ,对 应 于 这 一 过 渡 状 态 的 
阻尼 , 称 为 临界 阻尼 。 只 有 当 系 统 的 阻尼 低 于 临 弄 阻尼 时 ,系统 才 
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会 发 生 目 由 振动 。 这 种 自由 振动 的 振幅 是 按 指数 规律 衰减 的 。 减 
幅 率 可 以 用 来 度量 系统 阻尼 的 大 小 。 


2.2 谐振 子 与 谐振 动 


无 阻尼 的 1 自由 度 线性 系统 可 以 用 图 2. 2.1 所 示 质 量 - 弹 敌 模 
型 系统 来 表示 ,只 能 在 光滑 水 平面 上 沿 直线 运动 的 质量 ,由 弹 得 
& 连接 于 固定 支点 , 弹 敌 在 未 变形 时 长 为 /, 它 的 轴线 党 运动 方 问 ， 
弹簧 本 号 的 质量 可 略 去 不 


计 . 系 统 的 的 甫 平衡 位 置 
就 是 弹簧 没有 变形 的 位 - 加 三 时 
L_ 


置 , 取 平衡 时 质量 m 的 位 
连作 为 坐标 原点 , 沿 运 动 “图 2.2.1 无 阻尼 1 自由 度 线性 系统 
方 问 取 坐 标 轴 Z( 同 右 为 
正 ), 则 系统 在 任 一 瞬时 的 位 置 都 可 由 质量 m 的 坐标 x 完全 确定 ， 
所 以 这 是 1 自由 度 系 统 。 

自由 运动 中 ,质量 天 在 水 平方 向 仅 受 弹簧 力 的 作用 。 当 硕 量 严 
位 于 原点 o 时 ,弹簧 力 等 于 零 . 当 质 量 疡 位 于 平衡 位 置 右 侧 , 即 工 
> 0 时 , 弹 筑 受 拉 伸 , 作 用 于 质量 mm 上 的 弹 筑 力 向 左 。 当 质量 m 位 
于 平衡 位 置 左 侧 , 即 x 二 0 时 ,弹簧 受 讨 缩 ,作用 于 质量 mx 上 的 弹 
筑 力 向 右 ,可 见 , 不 论 在 哪个 位 置 上 ,质量 m 所 受 的 弹簧 力 总 是 力 
图 使 它 返 回 平衡 位 置 ,所 以 这 种 力 称 为 恢复 力 ,假设 弹 筑 力 大 小 与 
变形 成 正比 ,比例 常数 为 ,这 种 弹簧 力 称 为 线性 恢复 力 , 比 例 营 
数 称 为 弹 筑 刚 度 ,大 小 就 等 于 使 弹簧 产 生 单位 变形 ( 伸 长 或 缩短 
单位 长 度 ) 所 需 的 力 , 量 纲 为 MT ,在 国际 单位 制 中 表示 为 N/m。 
图 2. 2. 1 所 示 系 统 , 在 运动 中 只 受 线性 力 的 作用 ,所 以 是 线性 系 
统 . 又 系统 中 表征 惯性 的 质量 以 及 表征 弹性 的 刚度 有 都 是 第 数 ， 
所 以 这 一 系统 是 常 参 数 系统 。 
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设 上 述 系 统 原 来 处 于 静 平 衡 状态 ,由 于 受到 某 个 扰动 而 打破 
了 平衡 状态 ,系统 获得 了 初始 位 移 或 初始 速度 ,或 者 两 者 都 有 。 系 
统 进 入 运动 状态 后 , 当 质 量 m 偶 离 平衡 位 置 时 ,弹性 乌 复 力 力 图 
使 它 返 回 平 衡 位 置 , 而 当 质 量 到达 平 衡 位 置 时 , 又 因为 具有 一 
定 的 动能 ,惯性 使 得 它 不 可 能 停留 在 平衡 位 置 上 .于 是 ,系统 只 能 
在 平衡 位 置 附近 往复 运动 。 要 定量 地 确定 这 种 运动 规律 ,必须 先 列 
出 系统 的 运动 微分 方程 。 
设 在 任 一 时 刻 1, 质 量 mr 的 位 移 为 x, 取 质量 m 为 分 离 体 ,这 
时 ,作用 于 质量 和 2 的 水 平 力 只 有 弹 移 力 , 它 在 工 轴 上 的 投影 可 表示 
为 一 kx。 于 是 ,由 牛顿 定律 有 
mx 一 一 上代 
式 中 工 表 示 z 的 二 阶 时 间 导 数 , 即 质量 m 的 加 速度 在 x 轴 上 的 投 
影 . 引 入 记号 p? 三 二 ,上 式 可 写成 
Z 十 加 rz 一 0 《2. 2. ] ) 
它 是 变量 z 的 二 阶 常 系数 线性 齐 次 常 微分 方程 . 它 描述 质量 m 在 
时 刻 t 的 微分 运动 规律 ,要 确定 x 随时 间 i 的 变化 规律 必须 对 方程 
(2. 2. 1) 进行 积分 ,由 和 常 微分 方程 理论 可 知 ,方程 (2.2.1) 的 通 解 
可 表示 为 
T= Bsinpt 十 Decospt (2. 2. 2) 
其 中 B 与 DD 是 任意 常数 ,方程 (2. 2.1) 对 应 于 特定 初始 条 件 的 解 
可 确定 如 下 : 设 在 初始 时 刻 1 二 0 时 ,质量 mr 有 初 位 移 工 二 zo 以 凡 
初速 度 z 二 zo, 则 由 式 (2. 2.2) 及 其 一 阶 导数 式 
T= Bpcospt — Dpsinpt 


xo 二 用， To= Bp 


X= 二 sinpt 十 Xocospt 三 2 十 zi; (2.2. 3) 
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它 描述 系统 对 应 应 于 上 述 初 始 条 件 的 旧 由 振动 ,在 式 (2.2.3) 中 令 
> = Acosg, Xo 三 Asing 


则 式 (2. 2. 3) 可 改写 为 
r= Asin(pt+ O) (2. 2. 4) 


— 
A=N3+ | 型 ， P=arctan 人 (2. 2. 5) 
= /和 
户 二 人 / 记 (2. 2. 6) 


人 们 常 把 正 弦 沙 数 与 余弦 函数 统称 谐 和 哺 数 (也 称 简 谐 陋 数 ), 由 
式 (2. 2. 3) 与 式 (2.2.4) 可 见 ,1 自由 度 线性 系统 的 自由 振动 可 以 
用 时 间 的 简 谐 沙 数 来 描述 , 故 称 为 简 谐 振动 或 谐振 动 。 相 应 地 ,无 
阻尼 的 1 自由 度 线性 系统 也 称 谐振 子 。 

式 (2.2.4) 中 的 A 称 为 振幅 , 它 是 质量 mx 偏离 平衡 位 置 的 最 
大 距离 .p 称 为 角 频 率 ,p 称 为 初 相 角 .振幅 、 角 频率 、 初 相 角 是 谐振 
动 的 三 个 重要 特征 量 。 

式 (2.2.3) 与 式 (2. 2.4) 中 各 个 谐 和 晴 数 对 时 间 的 展开 曲线 ， 
如 图 2. 2. 2(5) 所 示 。 图 中 纵 坐标 取 为 (或 x, X;) ,曲线 Q@) 代表 


zxocospt， 萄 线 @ 代表 汪 Dsinpt, 而 由 曲线 是 与 名 要 加 而 得 的 曲线 
@ 即 代表 z。 注意 , 谐 和 函数 可 用 放 转 矢量 在 相应 坐标 办 上 的 投影 
来 表示 ,在 图 2. 2. 2(e) 中 画 出 了 与 上 述 各 曲线 相应 的 旋转 矢量 。 
与 曲线 @ 相 应 的 矢量 为 OP ,长 度 为 |x。1, 与 曲线 名 相应 的 矢量 为 
OQ, zo ,OP 与 OQ 的 合成 矢量 G 民 则 与 曲线 余 相 对 应 ,长 


度 为 4。 在 初始 时 刻 上 = 0 时 ,OP 与 纵 坐 标 轴 重 合 ,OQ 与 横 坐 标 轴 
重合 ,而 OR 与 模 坐 标 轴 之 间 的 夹 角 为 9。 上述 三 个 矢量 均 以 角 速 


其 中 


且 有 
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一 


度 p 同步 旋转 ,不 难 验 证 ,这 三 个 矢量 在 xz 轴 上 的 投影 满足 式 
(2.2.3)。 由 此 可 见 , 谐 振动 的 初 相 角 2 就 是 相应 旋转 天 量 的 初 相 
角 . 而 角 频 率 p 就 是 这 一 旋转 矢量 的 角速度 ,所 以 ,p 的 单位 与 角 
速度 相同 , 即 为 “弧度 每 秒 ,或 记 为 rad/s。 


(a) (pp) 
图 2.2.2 谐振 动 及 相应 的 旋转 和 失重 表示 


从 式 (2.2.5) 可 以 看 到 ,谐振 动 的 振幅 4 与 初 相 角 8 依赖 于 初 
始 条 件 ze 与 ze。 而 从 式 (2.2.6) 可 以 看 到 , 角 频 率 户 与 初始 条 件 无 
关 , 仅 取决 于 系统 的 刚度 与 质量 ,所 以 ,人 们 常 称 p 为 系统 的 固有 
(和 角 ) 频率 ,以 强调 它 是 系统 的 一 种 固有 的 振动 特性 。 

从 图 2.2.2(a) 可 见 , 每 当 旋 转 矢量 转 过 一 周 , 即 相 角 增 加 2r， 
+ 值 的 变化 就 重复 一 次 ,将 上 述 矢量 旋转 一 周 所 需 的 时 间 记 为 了 了， 
则 由 pT = 二 27, 可 得 


eT 7 
“二 方 二 2 页 (2. 2. 7) 


谐振 动 重复 一 次 所 需 的 这 一 时 间 了 , 称 为 振动 的 周期 , 它 的 单位 通 

常 取 为 s。 周 期 的 倒数 , 即 单位 时 间 (1s) 内 振动 的 重复 次 数 , 称 为 
频率 , 记 为 1, 则 有 

1 1] k pp 

/Nm 

频率 的 单位 为 s”, 称 为 赫兹 (Hz), 或 简称 赫 ，。 


(2. 2. 8) 
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从 式 (2.2.7) 与 (2.2.8) 可 见 , 系 统 的 周期 了 与 频率 了 亦 仅仅 
取决 于 系统 的 物理 参数 有 与 m, 所 以 ,人 们 也 常 称 了 与 了 为 系统 的 
固有 周期 与 固有 频率 。 

角 频 率 p 与 频率 f 之 间 只 差 一 个 常数 因子 , 即 有 

p= 2rf 
户 也 称 圆 和 频率 .以 后 在 不 致 混 消 的 场合 下 ,我 们 将 简称 p 为 频率 。 

从 周期 与 频率 的 公式 可 见 , 振 系 的 质量 疡 您 大 ,弹簧 的 刚度 
愈 小 , 则 系统 加 有 频率 愈 低 ,周期 愈 长 .反之 ,质量 闷 愈 小 ,刚度 4 
傅 大 , 则 系统 固有 频率 愈 高 ,周期 人 铺 短 ,这 个 结论 ,对 于 振动 系统 的 
修改 设计 非常 有 用 。 

以 上 我 们 讨论 了 谐振 子 在 水 平面 内 的 运动 ,这 时 ,重力 与 水 平 
面 的 反 力 相 平 衡 ,重力 对 运动 不 起 作用 .如果 上 述 谐振 子 处 于 光 靖 
和 疼 面 上 或 处 于 铅 垂 巧 挂 状态 , 那 末 重力 会 有 什么 影 啊 呢 ?要 回答 这 
一 问题 ,只 需 考察 图 2. 2.1 所 示 系 统 在 轴 方 向 受 一 第 力作 用 
的 情形 ,如 图 2. 2. 3 所 示 。 


图 2.2.3 党 工 轴 问 受 常 力作 用 的 情形 


这 时 ,在 静 平衡 状态 下 ,弹簧 的 静 变 形 9 为 


F 
0 二 地 (2. 2.9) 


将 这 一 平衡 位 置 作为 原点 ,取水 平 轴 Xz,。 当 质量 mx 位 于 工 处 时 , 弹 
簧 的 变形 为 6 十 x(z 为 代数 量 ), 弹 筑 力 在 xz 轴 上 的 投影 可 表示 为 
一 上 (6 十 工 ), 故 由 牛顿 定律 ,质量 mx 的 运动 微分 方程 可 列 为 

MX 一 下 一 RSG 十 工 ) 
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考虑 到 式 (2. 2. 9), 上 述 方程 化 为 
mz =— kr 

也 就 是 说 , 它 与 不 受 常 力 时 的 运动 微分 方程 形式 完全 一 样 ,只 
是 坐标 原点 有 所 变动 而 已 ,由 此 得 出 结论 :只 要 取 质 量 m 的 静 平 
衡 位 置 作为 坐标 原点 ,就 可 以 不 必 考 虑 常 力 以 及 弹 筑 的 静 变 形 ,而 
前 面 的 讨论 及 所 得 结果 完全 适用 于 这 一 情形 。 

将 这 一 结论 应 用 于 铅 翟 晤 挂 的 谐振 子 , 这 时 ,和 常 力 站 =mg, 故 
有 


或 写成 


于 是 ,系统 固有 频率 的 公式 可 表示 为 


Pp 二/ 仿 (2. 2, 10) 


将 频率 公式 表示 成 这 一 形式 有 一 定 的 实用 意义 ,因为 有 些 情况 下 ， 
系统 的 静 变 形 是 比较 容易 测量 的 ,从 实测 的 6 值 , 便 可 按 式 
(2. 2, 10) 估算 系统 的 固有 频率 。 

例 2.2.1 机 械 式 拾 振 仪 的 原理 图 如 图 2. 2.4 所 示 , 文 基于 
水 平 轴 o 的 摆 oc 连接 一 个 刚度 为 的 螺 线 弹 和 殴 ,在 重力 作用 下 摆 
的 平衡 位 置 偏离 水 平 线 成 8 角 ,. 设 欣 在 水 平 线 上 方 成 a 角 处 , 螺 线 
弹 敌 不 受 力 。 摆 的 质量 为 思 , 它 统 o 轴 的 转动 惯量 为 /7, 摆 重心 c 至 
o 轴 的 距离 为 !。 摆 oc 可 围绕 平衡 位 置 作 微 幅 振 动 , 求 其 固有 频率 。 

解 。” 当 押 处 于 平衡 位 置 时 ,有 

kla BB) = meilcosp (a) 
摆 的 微 振 动 角 位 移 记 为 ,由 动量 矩 定 理 , 可 得 摆 的 运动 微分 方程 
为 
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Jp 一 一 &AGa 十 有 十 倍 十 mglcos(8 ty) 

考虑 到 式 (a) ,并 精确 到 一 阶 小 量 , 上 式 可 线性 化 为 
Jo+ (k++ mplsinp p= 0 
因此 , 探 的 微 振 动 固有 频率 
为 

k++ meaelising 
P77N 

当 测 量 铅 垂 振 动 时 , 摆 

的 平衡 位 置 应 设计 成 处 于 水 
平 位 置 , 即 8 = 0。 这 时 有 


P 一 了 


当 测 量 水 平 振动 时 , 摆 图 2.2.4 抢 振 仪 原理 图 
的 平衡 位 置 应 设计 成 处 于 名 


垂 位 置 , 即 8 = 二 .这 时 有 


pb /< me 


例 2.2.2 分 析 直 升 机 旋回 模型 的 挥舞 振动 。 

解 。” 考虑 最 简化 的 情形 ,直升机 转子 与 旋光 如 图 2.2.5 所 
示 。 假 设 (1) 旋翼 简化 为 长 工 的 均匀 刚性 细 杆 , 匀 文 于 o 轴 ;(2) 转 
子 转 速 人 2 为 常数 ;(3) 重力 对 旋翼 的 作用 可 略 去 不 计 。 

这 时 , 取 固 连 于 转子 的 旋转 坐标 系 作为 基准 来 考察 旋 姻 的 相 
对 运动 .旋翼 的 相对 平衡 位 置 为 水 平 位 置 . 相 对 运动 中 旋 算 绕 定 轴 
o 在 平衡 位 置 附近 作 上 下 挥舞 振动 . 轴 。 与 转子 中 心 之 间 的 距离 为 
R, 杆 的 单位 长 度 的 质量 为 p。 记 挥舞 角 为 86, 沿 杆 长 方向 的 流动 坐 
标 取 为 ,于 是 ,旋翼 微 段 d 上 的 离心 力 为 (YRipd$, 其 中 RR 二 RR 
十 Ecos0 ,该 离心 力 对 o 轴 的 力矩 为 (022Ripd$) (ésin0) ,而 作用 于 整 
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个 诈 贰 上 的 离心 力 窍 总 和 为 
| pfsing(R 十 5cosO)ds = oOrsing| 


当 旋 翼 作 微 振 动 时 ,上 式 可 简化 为 


RL 工 
计 3 2 + 和 邱 )? 


均匀 细 杆 绕 o 轴 的 转动 惯量 二 《和 .由 动量 箱 定 理 ,可 得 


4 十 到 ca sl 


DOAO 


oy 4 RL $10=0 
由 此 可 得 旋 恬 挥舞 振动 的 频率 为 
让 一 
p 一 人 /1 十 洒 
NE 
K, ws 一 一 f22R pdé 
dm — pd 


图 2. 2.5 旋翼 简化 模型 


2.3 能 量 法 


在 阻尼 可 以 略 去 不 计 的 前 提 下 ,系统 在 自由 振动 中 任 一 时 刻 
的 机 械 能 保持 常 值 ,系统 的 机 械 能 玉 等 于 系统 的 动能 与 瓜 能 下. 
之 和 , 故 有 
十 上 ,= 二 上 二 常数 (2. 3. 1) 
或 写成 
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dk 
dr 0 (2.3. 1a) 


热能, 可 以 包括 系统 的 弹性 势能 以 及 重力 势能 等 .但 不 论 系 
统 的 势能 表示 式 中 是 否 包含 重力 势能 或 其 它 势能 ,总 可 以 选取 系 
统 的 天 平衡 位 置 处 的 势能 为 零 基 准 值 .这 样 , 当 系统 的 势能 为 索 
时 , 动能 必 取 最 大 值 Eka; 而 当 动 能 为 零 时 ,系统 的 努 能 必 取 最 大 
值 ,wx 。 因 此 有 
Emax = Ewa = EE (2. 3. 2) 
上 池 的 讨论 可 知 , 天 阻尼 1 自由 度 线性 系统 的 自由 扳 动 
谐振 动 。 所 以 可 以 假设 系统 的 振动 为 
= Asin(ptt 9) (2. 3. 3) 
利用 这 一 假设 ,算出 系统 的 Exmoyx 与 pmox ,再 代入 起 (2.3.2), 即 可 
求 出 系统 的 国有 频率 。 
以 谐振 动 子 的 水 平 自 由 振动 为 例 。. 系 统 的 动能 为 


E, = —mz’ = FmA pcos’ (pt 十 9) 


因而 有 
— 1 Ap’ 
Enax 了 mA P 
系统 的 势能 为 
E, = Fh 一 FkArsin’ (pt 十 9) 
因而 有 


1 ,a 
Emax = 2 RA 


将 它们 代入 式 (2. 3. 2), 可 得 


这 和 上 节 所 得 结 末 相同 。 
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再 以 谐振 子 的 铅 垂 自由 振动 为 例 , 设 系统 的 自由 振动 是 以 静 
平衡 位 置 为 中 心 的 谐振 动 , 即 
= Asin(pt 十 9) 
这 时 ,系统 动能 的 最 大 值 仍 为 
l 


Fmax -一 smAp 


取 系 统 在 静 平 衡 位 置 处 的 势能 为 零 , 则 在 任意 位 置 x 处 ,系统 的 重 
力 势 能 可 表示 为 
E, 一 一 mgzx 
又 系统 弹性 势能 可 表示 为 
1 2 1 ,ss 
Ek,» = (CO 十 工 ) 0 
其 中 9 为 弹簧 在 静 平 衡 时 的 变形 .于 是 ,系统 总 的 势能 为 
E, = E, + E,, = 3k(6 十 xz) 一 六 8: — mgzx 


再 考虑 到 静 平衡 时 ,有 Ac = mg, 故 系统 总 的 势能 为 


而 势能 最 大 值 仍 为 
EF, = 5hA 
将 所 得 Kw, 与 Eomox 代 人 式 (2. 3.2), 可 得 与 上 节 同 样 的 结果 。 

上 述 能 量 法 可 有 效 地 计算 振动 系统 的 固有 频率 ,对 于 比较 复 
杂 的 系统 ,能 量 法 显得 更 为 方便 。 

例 2.3.1 仍 取 图 2.2.4 中 的 摆 为 例 , 用 能 量 法 列 出 系统 的 
运动 微分 方程 。 

解 “由 于 不 考点 阻尼 ,因而 系统 的 机 械 能 守恒 。 这 时 ,系统 的 
动能 与 势能 可 分 别 表 示 为 


11, 
E. = 3) 
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E, = 5k(at B+ + mgllsing — sin(B + P)] 


由 式 (2, 3.1) 与 (2. 3. 1&), 可 得 
Jp+ kla+pB+o9— mgicos(Bi+9)=0 
化 简 后 结果 与 例 2.2. 1 中 完全 一 致 。 


2.4 弹性 元 件 的 等 效 质 量 


在 前 面 的 讨论 中 ,我 们 假设 系统 的 弹性 元 件 ( 弹 得 , 梁 、 轴 等 ) 
的 质量 都 是 可 以 略 去 不 计 的 ,这 种 假设 是 合理 的 ,首先 , 当 弹 性 元 
件 的 质量 远 小 于 振动 物体 的 质量 时 ,这 种 简化 已 足够 准确 。 其 次 ， 
即使 弹性 元 件 的 质量 与 振动 物体 相 比 已 不 容 忽 视 , 我 们 还 可 以 利 
用 一 些 近 似 方 法 将 弹性 元 件 的 质量 折算 到 振动 物体 上 去 ,而 仍然 


把 弹性 元 件 看 成 没有 质量 的 。 
能 量 法 可 以 有 效 地 用 来 计算 弹性 元 件 

的 等 效 质量 ,关键 在 于 计算 系统 的 动能 时 

要 考虑 弹性 元 件 的 动能 。 而 要 计算 弹性 元 

件 的 动能 ,必须 知道 弹性 元 件 的 振动 模式 ， ， dé 


这 不 得 不 求助 于 近似 假设 ,通常 取 弹 性 元 
件 的 静 变形 模式 作为 假设 振动 模式 ,这 样 
就 可 以 取得 比较 满意 的 结果 。 

取 图 2. 4. 1 所 示 扭 振 系 统 为 例 ,其 组 
成 为 铅 垂 方向 的 弹性 贺 轴 ,上 端 固定 ,下端 
附加 一 水 平 刚性 盘 。 设 轴 的 招 转 刚度 为 ， 图 ?4 1 要 
长 为 4 单位 长 度 的 转动 惯量 为 x。 故 轴 的 
总 转动 惯量 为 J 三 以。 再 设 刚性 圆 盘 的 转动 惯量 为 J。 取 轴 的 静 捏 
转变 形 模式 作为 假设 振动 模式 , 令 刚 性 贺 盘 J 的 角 位 移 为 6, 则 离 


Sm 
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固定 端 处 轴 的 截面 转角 为 史 ,截面 角速度 为 只 .于 是 ,在 这 一 截 
面 处 d6 微 元 的 动能 为 


‘Ep? 。 
的 dé 
而 整个 轴 的 动能 为 
1 Pr lM 1 
五 | .de = 二 入 = 过 | 


这 时 ,系统 总 的 动能 为 
而 系统 的 势能 仍 为 


仍然 假设 刚性 圆 盘 J 作 目 由 谐振 动 
0 = Asinpt 
可 得 系统 动能 与 努 能 的 最 大 值 为 


] J 
km: 7 人 十 3 p 


由 此 可 得 
， 
J 十 二 
3 
这 一 结果 表明 ,如果 要 考虑 轴 的 质量 对 系统 固有 频率 的 影响 、 
只 需 将 轴 的 转动 惯量 的 二 加 到 刚性 加 盘 上 去 就 可 以 了 . 守 就 是 加 
的 等 效 转动 惯量 。 
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2.5 线性 阻尼 系统 的 自由 运动 


在 前 面 的 讨论 中 ,我 们 略 去 了 运动 所 受 的 阻力 ,因而 得 出 系统 
在 自由 振动 中 机 械 能 守恒 ,振幅 保持 不 变 的 结论 ,实际 观察 所 得 结 
果 与 上 述 结 论 是 有 出 人 的 .所 以 有 必要 考虑 阻力 对 自由 振动 的 影 
啊 。 实 际 的 阻力 来 源 不 一 ,形式 多 样 。 有 来 自 滑 动 面 之 间 ( 有 润滑 或 
无 润滑 ) 的 摩擦 力 , 有 来 自 局 图 介质 (空气 .水 等 ) 的 阻力 ,也 有 来 
自 材料 内 部 的 损耗 等 ;有 的 阻力 大 小 接近 于 常 值 ,有 的 与 速度 成 正 
比 , 也 有 的 与 速度 平方 成 正比 等 。 为 了 便于 分 析 ,我 们 只 考虑 其 中 
最 简单 的 , 即 大 小 与 速度 一 次 方 成 正比 的 阻力 ,这 种 阻力 常 称 为 线 
性 阻尼 。 

] 自由 度 线性 阻尼 系统 可 以 用 图 2. 5. 工 所 示 质 量 - 弹 筑 -阻尼 
器 模型 来 表示 ,其 中 ,线性 阻 
尼 器 c 提供 的 阻力 ,方向 与 
质量 m 的 速度 方向 相反 ,大 
小 与 速度 的 一 次 方 成 正比 ， 
比例 系数 c 称 为 阻尼 系数 。 网 2 51 1 自由 度 线性 阻尼 系统 
仍 以 质量 m 的 静 平 衡 位 置 
为 坐标 原点 ,取水 平 轴 x+, 由 牛顿 定律 可 知 , 系 统 的 运动 分 方程 可 
表示 为 


mr =-- cx 一 大工 
或 写成 
m 文 十 CY 十 kr 二 0 (2.5.1) 
引入 记号 
ve __e ， 
PON 二 7 2 mk (2. 5.2) 


方程 (2. 5.1) 又 可 改写 为 
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T+ 2pr+i+ prx=0 (2. 5. 3) 
其 中 ,p 即 系 统 的 无 阻尼 固有 频率 ,5 为 无 量 纲 阻尼 率 , 方 程 
(2. 5.3) 的 解 可 设 为 

T= 4es (2. 5. 4) 

式 中 A 为 常数 ,s 为 待定 参数 ,将 式 (2.5.4) 代入 方程 (2. 5. 3), 可 
得 如 下 代数 方程 

ss 二 2ps 二 P= 二 0 
这 一 方程 称 为 系统 的 特征 方程 . 它 的 两 个 根 


4 
+ Ve ~— 1)p (2. 5. 5) 
8 


称 为 系统 的 特征 值 . 由 微分 方程 理论 可 知 , 特 征 值 取 实 数 、 复数 或 
有 重 根 时 ,方程 (2.5.3) 具 
有 不 同形 式 的 通 解 ,而 由 方 
程 (2. 5.5) 可 以 看 到 5 与 ss 0<r<l 
的 全 依赖 于 的 取 值 大 小 。 
这 一 依赖 关系 可 以 清楚 地 显 
示 在 * 复 平面 上 ,如 图 2.5. 2 
所 示 。 从 图 上 可 以 看 到 ，, 当 《 
一 0 时 ,特征 值 % 与 s; 为 一 
对 共 恩 虚 根 ( 士 jj); 当 0<<; 
之 1 时 ,sj 与 5, 为 一 对 共 罗 复 
根 ( 模 等 于 pp); 当 8 二 1 时 ,s) 图 2.5.2 与 5, 随 的 变化 
与 s, 为 一 对 相等 的 负 实 根 
(一 户 ); 当 5 之 1 时 ,si 与 5; 为 两 个 不 等 的 仙 实 根 . 随 着 5 一 co , 特 
征 值 s1 一 0, s, 一 一 00。 相 应 于 阻尼 率 5 的 不 同 取 值 范 围 ,我 们 分 三 
种 情形 来 讨论 方程 (2. 5.3) 的 通 解 。 

1. 临界 阻尼 情形 ( 心 二 1) 

这 时 ,系统 的 两 个 特征 值 相 等 , 即 


/pp \ 实 轴 
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$1 = 52 = p 
这 时 方程 (2. 5. 3) 的 通 解 可 表示 为 
= (A+ Bi)e 2 (2. 5. 6) 
设 系统 的 初始 条 件 为 
7 一 xx 一 zo，L 一 0 (2. 5.7) 
对 应 于 这 一 初始 条 件 的 解 为 
X=[zo (zp xo)tje 2 (2. 5. 8) 


如 图 2. 5.3 所 示 。 可 以 看 出 ,这 时 系统 的 自由 运动 不 具有 振动 特 
性 .这 一 情形 下 的 阻尼 系数 称 为 临界 阻尼 系数 , 记 为 c., 有 

c= 2mp =2 VmR (2. 5. 9) 
可 见 , 无 量 纲 阻尼 率 5 就 是 阻尼 系数 与 临界 阻尼 系数 之 比 , 即 有 


图 2.5.3 ”临界 阻尼 情形 (一 1) 


2. 超 临 界 阻 尼 情 形 (& 之 1) 

这 时 ,系统 的 两 个 特征 值 为 不 等 的 负 实 数 , 即 
5 = (C+ v 竺 一 1)p 
y= (Eo /ep 
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对 应 于 上 述 特 征 值 s 与 5,, 方 程 (2. 5.3) 的 通 解 可 表示 为 


x = de 十 Be'z (2. 5. 10) 
对 应 于 初始 条 件 (2. 5.7), 上 式 中 的 4 与 8 将 为 
] Xob Xo z 
A- 3 i 
. | (2. 5.11) 
Bp 1 x Tob Xo | 
2 Vel pveE—l1 
式 (2.5.10) 右 端 两 项 都 是 随时 间 单 调 变化 的 量 , 所 以 ,这 一 情形 
下 系统 的 自由 运动 也 不 具有 振 
动 特 性 ,如 图 2. 5.4 所 示 。 A 
设 系统 的 初始 条 件 为 NAexp{—¢+ /Ei)p 
过 一 0，7 一 ri rr 一 0 
则 由 式 (2. 5.11), 有 0 _ 
A=_ B= 2 7 Berp{—¢— VPI} 
2p ve —!1 / 
考虑 到 双 曲 函数 的 表示 式 B 
] ，， i 
shu 二 Fe 一 图 2.5.4 超 临 界 阻 尼 情 形 


由 式 (2.5.10) 可 得 
_. Xo —tpt ht 2 ] : 
Te S AN pt) (2. 5. 12) 
| 


这 就 是 超 临 界 阻 尼 情 形 下 1 自由 度 线 性 系统 对 初始 速度 的 啊 应 表 
示 式 。 
3. 亚 临 看 阻尼 情形 (0 二 6 过 1) 
这 时 ,系统 的 两 个 特征 值 为 一 对 共 绒 复数 , 即 
Ss1 一 一 5 户 十 ]9 
ss = 6p— 1 
其 中 
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q 二 Vl Cp, 1s 兰 V 一 1 
因而 方程 (2. 5. 3) 的 通 解 可 表示 成 
大 一 ep(4ieg A,e *) 
式 中 有 1、4; 为 任意 常数 ,因为 + 为 实数 , 故 44 与 4;, 必 为 共 罗 复 数 。 
利用 如 下 欧 拉 表 示 陈 
e 一 cosgt 十 ] singt 


e 一 cosot — ] singt 


上 述 通 解 又 可 表示 为 
T=e (A 二 A,)cosot 十 ](04 ~ 4)sinot) | 
(2. 5. 13) 
注意 到 A 与 4; 为 共 红 复数 ,如 令 
A 二 /1, = Asing 

](AO— A,) = Acos? 
则 通 解 x 又 可 号 成 

r= Ae ‘sin(gt + 9) (2.5.14) 


上 式 在 5 二 0 时 ,退化 为 无 阻尼 情形 的 谐振 动 表示 式 (2. 2. 4)。 
对 式 (2. 5. 14) 求 导 ,可 得 
r= Ae **|gacos(gt 十 0 — Cpsin(gt + 9) | (2.5.15) 
将 初始 条 件 (2, 5. 7) 代入 式 (2. 5. 14)、(2. 5.15), 可 得 


Asing = wo 
dcoso 一 “oT /0 2 0 


由 式 (2. 5,13) 可 得 


十 Spro 
gq 


工 一 ce (xocosgt 十 一 ? singt) (2, 5. 16) 


这 就 是 方程 (2.5.3) 在 亚 临 办 阻尼 情 形 下 ,对 应 于 初始 条 件 
《2. 5.7) 的 解 , 它 也 可 以 表示 成 式 (2. 5.14) 的 形式 ,只 是 其 中 的 4 
与 9 将 取 值 为 
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岂 一 + | | | 
4 (2. 5, 17) 


to 
oO = arctan - 4d 
了 


一 0 十 szzn 
从 式 (2.5.14) 可 以 清楚 地 看 到 ,它们 右 端 有 两 个 因子 ,一 个 
是 衰减 的 指数 函数 ,一 个 是 正弦 盟 数 。 由 于 后 一 因 了 于 ,系统 的 运动 
具 有 某 种 振动 特点 , 即 有 一 定 的 周期 往复 性 ;由 于 前 一 因子 ,系统 
的 振动 又 将 是 逐渐 消逝 的 ,因而 在 亚 临 界 阻 尼 情 形 , 系 统 的 自由 运 
动 是 一 种 “衰减 振动 ”, 如 图 2.5.5 有 所 示 。 


图 2.5.5 亚 临 界 阻 尼 情 形 (% < 过 1) 


当初 始 条 件 中 x。 = 0 时, 式 (2.5.16) 简化 为 
+ 二 = Te singt (2. 5. 18) 


它 是 亚 临 界 阻尼 情形 下 1 自由 度 线性 系统 对 初始 速度 的 影 啊 表 示 
式 ,。 当 《二 0 时 ,上 式 退 化 为 无 阻尼 情形 的 相应 表示 式 

x 二 Fsinpt (2. 5. 19) 

综 上 所 述 ,1 自由 度 线性 系统 在 超 临 界 阻 尼 与 临界 阻尼 情形 


第 二 章 1 自由 度 线性 系统 (一 ) 一 一 自由 振动 27 


下 , 它 的 目 由 运动 都 不 具 振 动 特性 ;只 有 在 亚 临 界 阻尼 情形 下 , 它 
的 自由 运动 才 带 有 振动 色彩 , 且 为 衰减 振动 ,工程 上 常见 的 是 亚 临 
齐 阻尼 和 悄 形 ,所 以 在 下 一 节 中 再 专门 详细 讨论 ， 


2.6 衰减 振动 与 对 数 减 幅 率 


上 市 已 经 指出 ,1 自由 度 线性 系统 在 亚 临 界 阻尼 情形 下 的 自 
由 振动 为 事 减 振动 ,可 以 表示 为 


r= Ae ‘?*sin(gt 十 0) (2. 6. ] ) 
且 对 应 于 初始 条 件 
二 7,， Tr 一 并， 上 一 
有 
2 
4 一 十 | 于 二 | | 
gl | 
— arctan = < | 
7 ro 十 “pro 


习惯 上 , 常 将 函数 sin(gqt 十 9) 的 角 频 率 9 当做 上 述 训 减 振动 
的 角 频 率 ,因而 衰减 振动 的 周期 7' 为 
mr 
q pvVi-B 
可 见 , 与 无 阻尼 系统 的 周期 了 = 7 相 比 ,阻尼 使 系统 的 周期 变 长 。 
当 8 一 1 时 ,有 T' -> co, 从 而 使 运动 失去 周期 性 .不 过 ,在 阻尼 其 
小 , 即 ¢<<1 的 情形 ,阻尼 对 系统 固有 频率 与 周期 的 影响 其 微 ,可 以 
略 去 不 计 , 例 如 , 当 5== 0.1 时 ,有 gg 二 0.995p,7' = 二 1.005T。 也 就 
是 说 ,与 无 阻尼 情形 相 比 ,只 差 0. 5 入。 
另 一 方面 ,阻尼 对 振动 幅度 的 影响 往往 不 容 忽 视 。 可 以 用 x 的 
各 个 极 大 值 代表 衰减 振动 的 幅度 ,不 难 证 明 , 任 意 两 个 相 邻 极 大 值 
之 间 的 时 间 间 隔 恰 巧 就 等 于 衰减 振动 的 周期 7', 事实 上 , 对 式 
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一 一 


(2. 6.1) 求 村 数 , 可 得 
r= Ae [gcos(gt + 9) — Epsin(gt + 9) | 
令 上 式 右 加 等 于 零 , 得 


tan(gt + PW = 2 = . 


由 此 可 得 工 取 极 值 的 各 个 时 刻 ,它们 满足 


| 2 
gqt, 二 =nr 十 arctan i > ,A -二 . 1、2，.… 


考虑 到 x 的 极 大 值 与 极 小 值 是 相互 交替 出 现 的 , 设 任意 两 个 相 令 
极 大 但 ,与 \5 十 2 所 对 应 的 时 刻 分 别 为 1， 与 t,+。， 于 是 有 
q(t,+» 一 t.) 一 2X 


即 
/1 ， 一 1 一 2 、 1 
gd 
因而 ,任意 两 个 相 邻 极 大 值 之 比 7 了 为 
二 e ‘msin(gt, 十 9) pr 


村 2 e+ sin(gt, 十 和 十 2T ) 


故 了 7 为 常数 ,二 称 为 减 幅 率 ,可 匈 ,衰减 振动 中 ,振幅 是 按 几何 级 
数 缩 碱 的 .每 隔 一 个 周期 ,振幅 缩 碱 为 原来 的 怀 ,例如 ， 当 寺 一 0.1 


时 ,有 《pT = 0. 631,7 一 1.880， 7 二 0. 532; 就 是 说 ,经 过 1 个 赂 
期 , 振幅 差不多 减 小 为 原来 的 一 半 ; 经 过 5 个 周期 ,振幅 将 减 小 为 
原来 的 4. 3%。 所 以 说 ,衰减 振动 一 般 将 迅速 停 屋 ， 

减 幅 率 的 自然 对 数 , 称 为 对 数 减 幅 率 , 记 为 一 0, 有 
IT 


YY] 一生 


$= ln ; = Jn7 = LpT' = 


(D 事实 上 ,衰减 振动 中 ,对 应 于 先后 相隔 的 任意 两 个 时 间 的 位 移 比 ,都 等 于 常 
了。 
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如 图 2. 6.1 所 示 , 当 阻尼 其 小 , 即 5 之 1 时 ,近似 地 有 


0 = 27¢ 

或 写成 
6 
一 于 


0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 
4 


图 2. 6.1 6 随 的 变化 


因 此 ,从 衰减 振动 的 时 间 历 程 曲 线 算出 $, 即 可 求 得 系统 的 阻尼 率 
5。 在 阻尼 非常 小 ,因而 相继 两 个 振幅 的 衰减 不 太 显 著 的 情形 ,为 所 
高 精度 ,可 以 测量 相隔 = 有 周 的 振幅 衰减 量 来 计算 5。 事实 上 ,在 相继 
n 周 振 幅 中 ,振幅 zi ，7z2，…，z，xzntl 有 如 下 关系 : 


LT a 一 ef? 
二? 二 3 -十 1 
六 | 二 | | Ta _ 
一 | 到 | 到 "| 才 ]=* 
A .> \ Ta) 1 


由 此 得 
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这 样 , 只 要 测定 误 减 振动 的 第 1 个 振幅 与 第 十 1 个 振幅 之 比 ,就 
可 以 算出 02, 从 而 确定 系统 的 阻尼 认 5。 


第 三 章 


1 目 由 度 线性 系统 (二 ) 
一 一 定 弟 强 姐 振动 


3.1] 引 


ut 


振动 分 析 的 一 个 重要 课题 是 研究 系统 对 于 外 界 激励 的 响应 。 
上 一 章 中 考察 的 自由 振动 也 可 以 看 做 是 系统 对 于 初始 扰动 的 响 
应 ,初始 扰动 是 外 界 对 系统 极 短暂 的 作用 ,自由 振动 开始 于 扰动 终 
了 时 刻 , 更 常见 的 外 界 激励 是 经 常 性 的 , 它 在 系统 振动 过 程 中 始终 
人 存在 .系统 在 经 常 性 激励 作用 下 的 振动 称 为 强迫 振动 .本 章 讨论 1 
自 由 度 线性 系统 在 周期 性 激励 作用 下 的 强迫 振动 ,线性 系统 的 一 
个 最 重要 的 特点 是 县 加 原理 适用 于 它 , 所 谓 双 加 原理 是 指 “ 系 统 对 
多 个 激励 的 总 响应 ,就 等 于 系统 对 各 个 激励 单独 作用 下 的 响应 之 
和 ”, 换 名 话说, 设 系统 对 激励 11 与 f; 的 啊 应 分 别 为 zi 与 xz, 那 末 
系统 对 激励 六 十 cz 六 的 总 啊 应 就 等 于 cizi 十 cxzi 其 中 ci 与 cs 是 
党 数 。 我 们 知道 ,周期 函 数 通常 可 以 借 谐 和 分 析 ,展开 成 若干 个 谐 
和 上田 数 之 和 。 因 此 ,周期 激励 可 以 分 解 为 若 于 个 谐 和 激励 ;基于 到 
加 原理 ,只 要 求 出 系统 对 各 个 谐 和 激励 的 响应 ,然后 再 把 它们 又 加 
起 来 ,就 可 得 到 系统 对 周期 激励 的 总 响应 .所 以 本 章 将 详细 地 讨论 
1 自由 上 度 线 性 系统 对 谐 和 激励 的 响应 ,重点 放 在 系统 的 定常 响应 


竺 性 ,系统 对 应 于 各 种 频率 的 谐 和 激励 的 定常 响应 特性 , 常 称 为 频 


率 特性 .讨论 结果 都 表示 成 无 量 网 形式 ,这 样 ,不 仅 可 以 具有 更 大 
的 运用 人 性, 而且 往往 更 涂 刻 地 反映 事物 的 本 质 。 在 讨论 中 常 握 到 的 
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放 大 率 就 是 系统 的 无 量 纲 幅 频 特性 .许多 振动 问题 都 是 从 系统 放 
大 率 的 变化 规律 中 找到 解释 和 解决 办 法 的 .从 1 目 由 度 线性 系统 
所 得 的 结 采 ,不 仅 本 身 有 着 许多 重要 应 用 ,而 且 可 以 作为 多 量 由 度 
线性 系统 振动 啊 应 分 析 的 重要 基础 。 

我 们 先 从 无 阻尼 系统 的 响应 分 析 开 始 , 接 着 讨论 阻尼 对 定 第 
响应 的 影响 ,然后 讨论 复 谐 和 激励 情形 的 定常 响应 ,并 引出 系统 动 
刚度、 动 订 度 等 重要 概念 。 接 下 来 考察 系统 对 周期 激励 的 啊 应 .最 
后 ,介绍 测 振 与 隔 振 的 基本 原理 ,以 及 结构 阻尼 系统 的 定常 啊 应 分 
析 等 。 


3.2 系统 对 谐 和 激励 的 响应 (一 ) 
一 一 无 阻尼 情形 


在 不 计 阻 尼 的 情形 下 , 仍 可 取 谐 振子 作为 系统 模型 ,如 图 

3. 2. 1 所 示 .假设 在 质量 mx 上 作用 有 水 平方 向 的 谐 和 扰 力 
F = Fcoswt 

式 中 下 称 为 扰 力 的 力 幅 , 设 为 常数 ;w 称 为 扰 力 频率 ,简称 扰 频 ,以 
无 扰 力 作用 时 质量 mx 的 静 
平衡 位 置 作为 原点 ,取水 平 4 ww 品 F _ 
轴 工 . 当 质量 闵 的 位 移 为 x 
时 ,弹性 恢复 力 在 + 轴 上 的 。 图 3.2.1 谐 和 激励 下 的 谐振 子 
投影 仍 为 一 kx, 而 扰 力 的 投 
影 即 为 让, 故 由 牛顿 定律 ,有 


mx kr = Focosoat (3. 2.1) 
这 就 是 谐振 子 在 谐 和 扰 力 作用 下 的 运动 微分 方程 ,引入 记 怠 
k FF, 
p 反方 ， 4 二 人 


则 方程 (3. 2. 了 ) 可 改写 为 
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二 pir = Xop:coswt (3. 2. 2) 
它 古 非 齐 次 的 二 阶 党 系数 线性 常 微分 方程 。 当 扰 力 已 三 0 时 ,上 式 
退化 为 齐 次 方程 (2. 2. 1) 
r+— pix=0 
由 篆 微 分 方程 理论 , 非 齐 次 方程 (3.2.2) 的 通 解 由 两 部 分 组 成 , 即 
有 
二 XI 十 区， (3. 2. 3) 
其 中 x 为 相应 齐 次 方程 (2.2.1) 的 通 解 ,具有 式 (2.2.2) 或 式 
(2. 2.4) 的 形式 , 即 
xX! = Bsinpt + Dceospt = Asin(pt + 9) (3. 2. 4) 
而 x 则 为 方程 (3. 2.2) 的 一 个 特 解 , 取 如 下 形式 
Xz, = XACcOswt (3. 2.5) 
其 中 X 可 确定 如 下 。 将 式 (3.2.5) 代入 方程 (3. 2.2) ,得 
(p” ~ ww)X = Xp 
故 有 


Xp _ Xo 
p’ ca ] _ yz 


Y= (3. 2.6) 


式 中 7 三 万， 为 扰 力 频率 与 固有 频率 之 比 , 简称 频率 比 ,将 式 
(3. 2.4),(3.2.5)、(3.2.6) 代入 通 解 (3. 2. 3), 可 得 


及 
1 yacOswt (3. 2. 7) 


T= Bsinpt 十 Dcospt+ 
对 上 式 求 导数 ,可 得 


0 


. . 扩 
r= Bpcospt — Dpsinpt 一 -sinet (3. 2. 8) 


设 系统 的 初始 条 件 为 


二 Xo， =X t=0 (3.2. 9) 


按 这 一 初始 条 件 , 可 由 式 43.2.7) 与 (3.2.8) 定 出 
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从。 
1) = x, 一 1 
. (3. 2.10) 
B= 
f 
于 是 方程 (3. 2. 2) 对 应 于 初始 条 件 (3. 2. 9) 的 解 为 
Xo . X 0 
x = Dsinpt 十 Xoc0Spt 一 ycospt 十 一 ycost 
(3. 2.1]) 


式 中 前 两 项 分 别 对 应 于 初速 度 与 初 位 移 引 起 的 自由 振动 ,第 三 项 
对 应 于 扰 力 引起 的 自由 振动 ; 最 后 一 项 对 应 用 于 系统 的 定常 强迫 
振动 , 它 是 与 扰 力 形式 相同 的 谐 和 上 明 数 。 
值得 一 提 的 是 , 扰 力 不 仅 激 起 强迫 振动 ,同时 也 激 起 自由 振 
动 ,即使 对 应 于 零 初 妈 条件, 即 
Z 一 0， 过 一 0，+ 上 一 0 


方程 (3. 2. 2) 的 解 仍 取 如 下 形式 


入。 
六 一 T 二 yi (Coset 一 COS pi) (3. 2. 12) 


式 中 第 二 项 即 自由 振动 。 
现在 来 看 当 扰 频 w 无 限 趋 近 于 系统 固有 频率 p 的 情形 ,这 时 
有 
WO— p= 2e—0 
利用 三 角 遇 数 的 和 差 化 积 公 式 , 解 (3.2.12) 可 表示 成 


2AX,。 . . Wp 
T+ 二 Tsinwtsin 5 (3. 2. 13) 


注意 到 

0] 

w -pp (wp)(w—p) 2elwt p) 

所 以 , 当 e 一 0 时 . 尺 (3.2.,13) 化 为 
i Xpt sinet . w++p 
7 二 i jb a sin 一 


£ 


第 三 章 .1 自由 度 线性 系统 (二 ) 一 一 定常 强迫 振动 35 


一 5-Xoetsinat (3. 2. 14) 


如 图 3.2.2 所 示 。 可 见 , 当 了 Y 
二 1, 即 w 二 pp 时 ,系统 的 强 
过 振动 是 非 定常 的 ,其 振幅 
随时 间 线 性 增长 ,需要 经 过 
无 限 长 的 时 间 , 振 幅 才 能 达 
到 无 限 大 。 

从 式 (3.2.13) 还 可 以 图 3.2. 2 ”共振 建立 过 程 
看 到 , 当 w 在 2 的 分 域内 时 ， 
系统 的 强迫 振动 是 振幅 受 正 弦 函 数 


2 从。 
X 一 1] 


sinleli 


调制 的 振动 ,如 图 3. 2. 3 所 示 , 当 |e| 甚 小 时 , 幅 值 | 722 
很 大 ,但 要 达到 这 一 幅 值 ,必须 经 过 足够 长 的 时 间 妨 , 即 有 

上 
lel 


可 以 


nn 


1 二 


A Af NR a 
A 


图 3.2.3 提 


下 面 来 看 系统 在 共振 区 外 的 定常 强迫 振动 , 即 方程 (3.2.2) 
的 特 解 
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XX 
Ts] COswt (3,. 2. 15) 


所 代表 的 振动 ,由 式 (3.2.15) 可 以 看 到 ,当天 1 时 ,zz 是 与 扰 力 
同 相 的 谐振 动 , 随 着 YY 由 零 逐 渐 增 大 ,振幅 由 多,。 开始 单调 增 大 , 当 
4 > ] 时 ,>， 可 写成 


Xo 


xz 一] 
它 是 与 扰 力 反 相 的 谐振 动 , 随 着 7 无 限 增 大 ,其 振幅 单调 减 小 趋 
于 零 ， 

X 可 以 理解 为 零 频率 位 移 , 即 在 更 力 F, 作用 下 系统 的 位 移 ， 
比值 | 半 | 体现 了 谐 和 扰 力 的 动力 效应 , 故 称 为 放大 率 , 记 为 8, 则 


有 


cos{(wt 十 Tx) 


2 一 一 


l 
“= 
放大 率 与 频率 比 的 关系 曲线 , 即 8 -7 曲线 ,如 图 3.2.4 所 示 。 


图 3.2.4 有 -和 茧 线 


当 几 接近 于 馆 时 ,强迫 振动 振幅 可 能 达到 非常 大 的 值 , 这 种 现 
象 称 为 共振 ,使 振幅 有 最 大 值 的 扰 频 称 为 共振 频率 ,w 接近 p 的 区 
域 称 为 共振 区 .由 图 3.2.2 可见 ,共振 需要 一 个 相当 长 的 建立 过 
程 . 所 以 ,即使 在 临界 转速 ( 即 与 共振 频率 相对 应 的 转速 ) 以 上 工 
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EE — 


作 的 机 器 ,只 要 有 足够 的 加 速 功 率 , 使 得 机 器 能 很 快 地 穿 过 共振 
区 , 那 末 也 就 不 致 发 生 太 大 的 振幅 .相反 地 ,如 果 长 期 逗留 在 共振 
区 内 ,显然 是 极为 不 利 , 甚 至 是 危险 的 .所 以 ,机 器 的 工作 区 应 还 离 
共振 区 。 


3.3 系统 对 谐 和 激励 的 啊 应 (二 ) 
一 一 线性 阻尼 情形 


上 节 对 无 阻尼 情形 的 分 析 , 得 出 了 系统 在 共振 情形 振幅 将 随 
时 间 无 限 增长 的 结论 ,实际 情况 并 没有 如 此 严重 ,因为 实际 的 振 系 
总 是 有 阻尼 的 ,而 只 要 有 一 点 阻尼 ,系统 的 振幅 就 不 会 趋 于 无 限 
大 。 本 节 就 来 讨论 线性 阻尼 对 系统 强迫 振动 的 影响 。 

图 3. 3. 1 所 示 为 受 谐 和 扰 
日 
度 线性 阻尼 系统 ,与 图 3.2.1 - 

所 不 情形 相 比 ,除了 这 时 多 一 、。 图 3.3.1 谐 和 激励 下 的 1 自由 
个 线性 阻力 外 ,其 余 者 一样。 假 度 线性 阻尼 系统 

设 这 一 阻力 大 小 与 质量 m 的 

速度 成 正比 ,而 方向 与 该 速度 相反 , 则 阻力 在 z 轴 上 的 投影 可 表示 
为 一 cz。 由 牛顿 定律 ,有 


mz 十 cx 十 kx = Focosewt (3. 3. 1a) 
引 和 人 记 握 
人 一 一 
pm 2 Mhm 5 
则 上 上 述 方程 可 改 与 为 


十 2 px 十 px = Xp cosowt (3. 3.1) 
这 就 是 线性 阻尼 系统 在 谐 和 扰 力 作用 下 的 运动 微分 方程 , 它 也 是 
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一 个 非 齐 次 方程 .当下 一 0 时 ,方程 退化 为 齐 次 方程 (2.5. 1) 
t+ 2tpri+ pr=0 
非 齐 次 方程 (3. 3.1) 的 通 解 x 由 相应 齐 次 方程 (2.5.1) 的 通 解 x 
骨 加 上 方程 (3. 3.1) 的 一 个 特 解 xs 组 成 , 即 有 
TT 二 Xl 十 X; 


在 亚 临 界 阻 尼 情 形 ($ 过 1) 下 ,有 


XI = € “(Bsingt + Dceosgt) (3. 3. 2 ) 
其 中 gg = 二 Y1 一 人 Pp, 而 B 与 DD 为 任意 常数 , 特 解 x; 可 表示 为 
Ta = Xecos(wt 一 Yy) (3. 3.3) 


其 中 总 与 少 可 确定 如 下 ,将 式 (3.3.3) 代入 方程 (3. 3.1), 可 得 

(8 — w) Kcos(wt ~— $y) — 2 pwXsin(wt — Y) = Xop’cosewt 

(3. 3. 4) 
为 了 便于 比较 ,可 将 上 式 右 痕 的 coswt 改写 成 
coswt = cos[ (wt — $Y) 二 +) 
— Cos(wt — J)cosy — sin(wt — y)sing 

要 使 式 (3.3. 4) 恒 成 立 , 等 号 两 侧 cos (wt 一 上) 与 sin(wt 一 上 ) 项 的 
系数 必须 分 别 相等 , 即 有 


(p* — w)X = Xopcosy (3, 3. 5a) 
2LwX = Xopsing (3. 3. 56) 
由 此 得 / 
2 
“一 V (p’ 一 计生 (0252oo) 
z (3. 3. 6a ) 
4p 
tany 一 Dr | 
引入 频率 比 7 二 "上 式 可 改写 为 
一 二 (07) 
(3. 3. 665) 
tany = 2 
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于 是 ,方程 (3. 3. 1) 的 通 解 可 表示 为 
r=e ‘(Bsingt + Decosgt) + Xcos(wt — YY) (3. 3.7) 
其 中 久 与 由 式 (3. 3. 6a) 或 式 (3.3.65) 确定 。 
对 应 于 初始 条 件 
T= X,, r= Xo, t=0 
可 以 确定 相应 的 B 与 为 
B= + + car 一 XCcOsy) 一 人 “sin | (3. 3. 8) 
D 一 一 的 
所 以 ,方程 (3. 3.1) 对 应 述 初始 条 件 的 解 为 
Xo 十 pe 0 


ZX 一 6e ”|—— singt 十 xocosgt 


xe- "| Foros + wsiny 
十 Xcos (wt 一 Y) (3. 3. 9) 


上 式 右 端 第 一 部 分 代表 由 初 位 移 与 初速 度 引 起 的 目 由 振动 ,第 二 
部 分 代表 扰 力 引起 的 自由 振动 ,第 三 部 分 代表 与 扰 力 同形 式 的 害 
常 强迫 振动 。 自 由 振动 部 分 都 是 减 幅 振 动 ,它们 将 随时 间 的 推移 而 
消逝 ,最 后 镜 下 的 就 只 有 定常 强迫 振动 。 

下 面 详细 地 来 讨论 这 一 定常 啊 应 

X= Xcos(wt— yy) 

由 式 (3. 3. 6a) 与 式 (3. 3. 65) 可 见 , 振 幅 和 与 零 频率 位 移 和 阻尼 
率 《 及 频率 比 7 都 有 关 , 而 初 相位 则 仅 与 阻尼 率 及 频率 比 有 关 。 

和 上 节 一 样 ,定义 放大 率 忆 为 


1 三 


singt 十 cosycosgt) / 


x 


则 有 
p= -一 一- 一 一 一 一 (3. 3. 10) 
Vv (lo— 7Y) + (C2567) 
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由 式 (3. 3,10) 与 式 (3.3.625), 可 见 ,B 与 yy 都 仪 仪 依赖 于 阻尼 素 5 
与 频率 比 7， 


为 了 便于 分 析 , 以 了 为 参数 ,分 别 画 出 -7 曲线 以 及 y-7 曲 
线 ,如 图 3. 3.2 与 图 3.3.3 所 示 。 


图 3. 3.3 -7 曲线 
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图 3. 3.2 也 称 幅 频 特 性 曲线 ,从 图 上 可 以 看 到 , 当 频 率 比 7 < 
1 时 ,放大 率 BB 十 分 接近 于 1, 当 频率 比 7Y 污 1, 放 大 率 趋 近 于 零 .而 
当 频 率 比 ys 1 时 ,放大 率 8 相 对 地 大 .由 式 (3.3.10) 可 见 , 当 Y= 
] 时 ,有 


p=: (3. 3. 11) 


26 
对 应 于 阻尼 率 8 二 0.2，0.05 与 0.01, 该 放大 率 分 别 为 8B = 2.5， 
10 与 50。 

严格 说 来 ,共振 并 不 出 现在 7 二 1 处 ,不 难看 到 , 式 (3. 3. 10) 
的 分 母 在 XY 二 1 一 28* 处 具有 极 小 值 2 VY(1 一 和 外)。 换 句 话说 , 当 
ww 二 Y1 一 26p 时 .BB 取 极 大 值 


Pua (3, 3。 12) 


1 
2 vv 
但 是 在 5 1 的 情形 下 , 式 (3,3.11) 与 式 (3. 3.12) 相差 其 小 ,所 
以 ,工程 上 稍 不 加 区 别 , 仍 说 当 =]1, 即 吧 王 户 时 ,发 生 共 振 ， 

图 3.3.3 和 节 称 为 相 频 特性 曲线 ,从 图 上 可 以 看 到 ,无 阻尼 情形 
的 相 频 特性 曲线 是 由 y= 二 0 的 直线 段 与 0 = 的 半 直 线 组 成 的 ,在 
” 盖 1 处 发 生 间 断 . 而 有 阻尼 情形 的 相 频 特性 曲线 则 是 儿 在 0 一 区 
之 间 连 续 变 化 的 光滑 曲线 ,并 且 不 论 5 取 值 的 大 小 , 当 7Y== 1 时 ,都 
有 少 一 了, 即 所 有 曲线 都 交 于 | 1， 也 | 这 一 点 .这 一 现象 可 以 用 来 
测 定 系 统 的 固有 频率 。 利 用 相位 来 判断 共振 的 方法 常 称 为 共振 相 
位 法 ,以 区 别 于 利用 幅 值 来 判断 共振 的 共振 幅 值 法 。 

现在 来 看 定常 强迫 振动 中 的 能 量 平 衡 . 由 于 阻尼 的 存在 ,系统 
在 振动 中 机 械 能 不 断 耗 散 ,只 有 当 外 界 激 勋 不 新 给 系统 补充 能 量 ， 


并 在 能 量 收 支 达到 平衡 时 ,系统 才能 维持 定常 振动 ,考察 激 振 力 与 
阻尼 力 在 定常 强迫 振动 的 一 周 内 所 做 的 功 , 可 以 证 实 这 一 平衡 


激 振 力 下 二 Focoswt 在 定常 强迫 振动 x 二 和 Xcos(wt 一 作 ) 的 
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周 内 所 做 的 功 AE 为 


AE, = 中 rdz 

考虑 到 
dz =— wXsin(wt — J)dt 

于 是 有 

2 

Ag 一 一 oXF| sinCat 一 pcoswtdit 
0 
2 
二 一 FWwXF| [sin(2wt — Y) — sing ld 
2 
l 


— FXFo| Fcos(2et 一 yg) 十 ssiny | 


一 nrXFsing 
而 阻尼 力 在 定常 振动 一 周 内 所 做 的 功 Ak, 为 
AE, = b— cr)dr 


ww 
0 


2 


一 一 co? X? sinzCau 一 pdt 
0 


en 
一 一 FoxX| [1 十 cos2(wt — YW) jdz 一 一 nwX: 


考虑 到 
Fo = Xop’, C = 265p 

由 式 (3. 3. 52) 不 难看 到 ,有 

AE, 十 AL ,一 0 
这 就 说 明了 上 述 能 量 平衡 关系 。 反 过 来 说 ,从 能 量 平衡 观点 出 发 ， 
就 可 以 得 出 关系 式 

Fosinyg = cwX 
从 而 得 到 关系 式 (3. 3. 56) 

Xopsing = 26wX 


注意 到 , 当 名 二 Pp 时 ,用 二 丰 , 故 由 上 式 同样 可 得 出 “共振 ”放大 
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率 


4. 二 充 | 一 充 

以 上 都 是 就 强迫 振动 的 定常 状态 进行 讨论 的 .从 系统 的 幅 频 
特性 与 相 频 特性 图 上 可 以 看 到 ,有 阻尼 情形 与 无 阻尼 情形 的 显著 
差别 主要 表现 在 共振 区 内 .在 这 一 区 域内 ,阻尼 对 定 稼 强迫 振动 振 
幅 的 大 小 有 着 决定 性 影响 .只 要 阻尼 不 为 零 ,系统 的 共振 放大 率 就 
只 能 取 有 限 值 。 

现在 以 4 二 g= 二 v1 一 Cp 的 情形 为 例 , 来 看 系统 在 共振 区 内 
定常 强迫 振动 的 建立 过 程 。 


注意 到 , 当 w 二 9 时 ,有 ~ 二, 故 有 


siny 人 1,， Cos 0 
且 有 
AX, 
XY 
对 应 于 等 初始 条 件 
x, = Xo = 0,， 上 一 人 


由 式 (3. 3.9) 可 见 , 这 时 方程 (3. 3.1) 的 解 可 近似 地 表示 为 


Tr 全 : Xo — ee ‘sincwt 


26 


; ey peta | 
图 3. 3.4 线性 阻尼 情形 下 共振 建立 过 程 


如 图 3. 3.4 所 示 , 与 无 阻尼 情形 的 图 3.2.2. 相对 照 , 可 以 明 
显 地 看 到 线性 阻尼 对 共振 建立 过 程 的 影 啊 。 
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3.4 ” 宁 第 强 氨 振动 的 复数 解法 
与 频率 啊 应 函数 


求解 线性 阻尼 系统 在 谐 和 激励 作用 下 的 强迫 振动 时 ,采用 复 
数 形式 比 三 角 函 数 形式 更 为 方便 . 仍 以 图 3. 3.1 所 示 系 统 为 例 。 当 
系统 作用 有 余弦 扰 力 Focos 邮 时 ,用 二 表示 系统 的 位 移 , 得 运动 微 
分 方程 为 


mz 十 cz 十 AZ = Focoswt (3.4.1) 
当 系 统 作 用 有 正弦 扰 力 Fosinwt 时 ,用 .zz 表示 系统 的 位 移 , 得 运动 
微分 方程 为 
MX 十 crx, + kr, = Fsinwt (3. 4. 2) 
对 式 (3. 4. 2) 两 端 乘 以 j 反 v 一 1, 再 将 它 与 式 (3.4. 1) 式 相 加 ,得 
m(Xi 十 jz) 二 cr 十 jz) 十 上 Cz) 十 这 ，) 
一 F,(coswt 十 ] sinewt) (3. 4. 3 ) 
利用 欧 拉 表示 式 
el -一 cos 十 j sinb 
并 引 人 复 变量 x。 


X. = Zi 十 j> (3. 4. 4) 
方程 (3. 4. 3) 可 写成 复数 形式 
mx, 十 cr kr, = Fei” (3. 4. 5) 


方程 (3. 4. 5) 右 端 代表 复 谐 和 扰 力 。 我 们 寻求 的 是 具有 同样 形式 
的 定常 复 谐 和 响应 , 故 可 将 zx. 表示 为 
Tr = el (3. 4.6) 
其 中 X。 为 复数 振幅 , 它 取 决 于 中 的 取 值 .由 于 复 谐 和 项 数 求 导 数 
有 者 极为 简单 的 规则 , 即 有 
x. = JwX,e™ | 


一 一 ee 


(3. 4.7) 
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故 从 方程 (3.4.5) 很 容易 求 得 复 谐 和 响应 ,而 由 式 (3.4.4) 可 
见 ,ZX 的 实 部 Re(x,) 就 等 于 系统 对 余弦 扰 力 的 定常 响应 zy 而、 


的 虚 部 Im(z.) 就 等 于 系统 对 正弦 扰 力 的 定常 响应 z，。 


将 式 (3. 4.6) 与 式 (3. 4.7) 代 入 方程 (3.4.5), 两 边 消去 e” ,可 


得 


(ko moe’ 二 jcw)X, = FP, 


即 有 


AA: i 


则 有 
,= /CR mo Cy 
y= arctan 六 一 
将 它 代入 式 (3.4.8), 有 
x Pe 
7 
可 见 , 复 数 振幅 浆 。 吕 表示 为 
入 上 ee 下 
其 中 
F。 F 


X= 


CO 
— arctan | 
ko mow’ 


X 即 复数 振幅 的 模 ,而 一 为 其 相 角 .如 引 和 人 人 记 和 号 


1 2 
^o 和 诗 王 已 


一 mw? 十 jcow 
将 式 (3.4.8) 右 问 的 分 母 表示 成 复 指 数 形式 , 即 写成 


ko mo 十 co re 


(hk— ma ): + (cw)’ 


(3. 4.8) 


(3. 4.9) 


(3. 4. 10) 


(3.4.11) 


(3. 4. 12) 
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一 
人 


f= y= 
2 Vkm p 
则 式 (3. 4. 12) 即 可 写成 
Xp 
VR) po VO 7 CU)? 
tang = 22 一 227 : 


pr—w 1—7 
它 与 式 (3. 3.6) 完全 一 致 ,将 式 (3.4.11) 代入 式 (3.4.6), 从 其 实 
部 与 虚 部 分 别 可 得 


Xi = Acos(wt — yy) 
Tr» = Xsin(wt 一 由) 
对 应 于 定常 强迫 振动 
x, = Kel 


方程 (3. 4. 5) 可 写成 

一 (一 Mo2 jcw kXei“ D+ Fe“=0 (3. 4. 14) 
复 谐 和 函数 e 可 以 用 复 平 面 上 的 单位 旋转 矢量 来 表示 ,这 一 矢量 
的 模 等 于 1, 并 以 角速度 w 绕 原点 转动 ,如 图 3.4.1 所 示 , 而 复 谐 和 
图 数 的 时 间 导 数 


和 er = jaueim 一 wei“tz) 


也 可 以 用 一 个 旋转 矢量 来 表示 , 它 是 和 上 述 单位 矢量 一 起 同步 旋 
转 的 矢量 ,不 过 它 的 模 等 于 ,相位 超前 了 .同样 地 ,em 的 二 次 导数 


Jo d ， Jox 2 ar ln Fr) 
dri dA = 一 -一 Oe -人 
也 是 和 上 述 单位 矢量 一 起 同步 旋转 的 矢量 ,只 是 它 的 模 为 w ,并 
且 相 位 较 e” 超前 x。 


因此 ,方程 (3.4. 14) 中 的 每 一 项 都 可 以 用 一 个 旋转 矢量 来 表 
示 ,而 方程 (3.4. 14) 本 身 可 以 看 做 一 个 矢量 等 式 , 式 中 的 全 体 拓 
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量 刚 好 构成 一 个 封闭 的 和 失 量 多 边 形 , 它 作 为 一 个 整体 以 角速度 ow 
统 复 平面 上 的 原点 转动 ,如 图 3. 4.2 所 示 。 


图 3.4.1 复 谐 和 岗 数 的 图 3. 4. 2 方程 (3. 4. 14) 的 旋转 
旋转 矢量 表示 矢量 表示 


图 3. 4.3 中 分 别 画 出 了 对 应 于 w< pp,o=b,w>>pz 三 种 情形 
的 矢量 多 边 形 。 


(a) 


(5) 


图 3.4.3 ww 之 p，w 二 了 ,之 pp 情形 下 的 矢量 多 边 形 
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ee 


从 力学 观点 来 看 ,方程 (3. 4.14) 中 每 一 项 代表 一 个 复数 力 。 
方程 左 端 第 一 项 对 应 于 惯性 力 , 第 二 项 对 应 于 阻尼 力 ,第 三 项 对 应 
于 弹性 恢复 力 , 而 最 后 -- 项 对 应 于 谐 和 扰 力 。 从 图 3, 4.3 可 以 看 


到 , 当 w 过 时 ,惯性 力 的 模 小 于 弹性 力 的 模 , 所 以 相位 差 y 二; 
当 二 时 ,惯性 力 与 弹性 力 平衡 ,相位 差 少 二 5; 当 w 之 时 ， 
惯性 力 的 模 大 于 弹性 力 的 模 , 故 相位 差 乡 > .图 3.4.4 还 画 出 了 


wow 区 pp 与 %o 今 p 的 情形 ,从 图 上 不 难 作 出 解释 ,为 什么 当 w 攻 时 ， 
放大 率 接近 于 1; 为 什么 当 ww 赎 pp 时 ,放大 率 接 近 于 等 。 


+ 人 
] co 入 mm 人 一 Co 
kX 
x kX ~ ", 
Fo 
(dy wp (bP) wp 


图 3.4.4 ww 之 与 wa 仿 p 情 形 下 的 和 天 量 多 边 形 


系统 的 复 谐 和 响应 与 复 潜 和 激励 之 比 , 常 称 为 系统 的 频率 特 
性 或 频率 响应 函数 . 设 系统 的 激 振 力 为 已 = Fue, 相 应 的 位 移 响 
应 为 x. = X.e”, 则 系统 的 位 移 频率 特性 囊 ,(w) 可 表示 为 


x XX 
Hlw) 二 一 FF 一 Fo 
由 式 (3.4.8) 可 得 上 述 线性 阻尼 系统 的 频率 特性 为 
H,(w) 一 | 


ko mw 十 jco 
由 于 上 述 石 ,(w) 具有 季度 的 量 纲 , 故 亦 称 动 柔 度 。 相 应 地 , 它 的 
倒数 
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mm 


rr 


六 了 
TX 和 人 
就 称 为 动 刚度 .1 自由 度 线性 阻尼 系统 的 动 刚 度 为 

ZW) = mw 十 To 
参照 电学 中 阻抗 与 导 纳 的 概念 ,Z,(w) 亦 可 称 为 位 移 阻 抗 ; 相应 
地 ,五 ,A(w) 就 可 称 为 位 移 导 纳 ， 


如 果 把 x 三 二 看 做 系统 的 输入 ,而 仍 把 看 做 输 出 , 那 就 可 
以 得 到 系统 的 无 量 纲 位 移 频率 特性 


~ 9. 六 
NA 

对 于 1 自由 度 线性 阻尼 系统 ,就 有 
从 ] 


HW) = TT TNH jy 


可 以 看 到 , 它 的 模 | 五 。(o)| 就 等 于 放大 率 8， 
现在 来 看 1 自由 度 线性 阻尼 系统 对 复 谐 和 激励 的 定常 速度 响 

应 与 加 速度 响应 .由 式 (3.4.8) 可 知 , 系 统 的 定 弟 位 移 啊 应 为 
F, 


TT A TE mo TF jew 
故 系统 的 定常 速度 响应 与 如 速度 响应 分 别 为 
~ 1 jy 一 jc le 
和 Jee &R 一 mw 一 jcw™ 
全 7 jy 下 je 
te WA ko mw 十 jw 
因而 系统 的 速度 频率 特性 与 加 速度 频率 特性 分 别 为 
H,(w) = ， 


上 一 mw 十 jcw 
一 ee 

五 《已 ) 一 :一 一 一 一 一 

(0) kp— mw + jw 


速度 频率 特性 及 ,(w) 亦 称 速度 导 纳 , 亿 的 倒数 
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ko— mow’ + cw 

]w 
称 为 速度 阻抗 .加 速度 频率 特性 态 ,(w) 亦 称 加 速度 导 纳 . 它 的 倒 
数 


Z,.(w) 一 


Z,(w) 一 一 二 — mw 十 jco) 


称 为 加 速度 阻抗 。 

以 上 定义 了 系统 关于 位 移 、 速 度 、 加 速度 的 三 种 阻抗 以 及 三 种 
时 纳 , 它 们 统称 力学 阻抗 ,也 称 机 械 阻 抗 。 虽 然 我 们 只 就 1 自由 上 度 
线 性 系统 给 出 了 力学 阻抗 的 表示 式 , 但 上 述 力 学 阻抗 的 定义 本 吴 
也 适用 于 多 上 自由 度 线性 系统 ，。 


对 于 1 自由 度 线性 阻尼 系统 , 令 zu = 元 = Xoe”, 无 量 纲 的 加 
度 导 纳 与 加 速度 导 纳 可 定义 如 下 


H.(w) 三 ” 


jp ~ 一 好) 十 J257Y 
一 7 
一 一 (] 一 7)? 十 j257 
太 ,(w) 的 模 可 称 为 速度 放大 率 , 记 为 8., 有 
8 ”” 
”VO 7 C07Y 
玉 ,(w) 的 模 可 称 为 加 速度 放大 率 , 记 为 8,, 有 
4. = 一 一 
”VO + QC 
而 3.3 节 中 所 说 的 放大 率 8 实际 上 是 位 移 放 大 率 。 从 速度 放大 率 
的 表 不 式 可 以 看 到 ,贡品 二 扩 时 , 友 虹 可 大 全 


H.,(w) 三 三 


Pimax 二 Fe 
这 就 是 说 ,不 论 系 统 有 无 阻尼 ,也 不 论 阻 尼 有 多 大 ,系统 的 速度 共 
振 将 准确 地 发 生 在 扰 频 与 固有 频率 相等 的 情形 。 
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3.5 周期 激励 下 的 定 缘 强 巡 振动 


3.5.1 和 傅 里 了 时 级 数 


前 面 在 讨论 系统 的 强迫 振动 时 ,总 是 假定 系统 扰 力 是 谐 和 的 ， 
实 际 的 扰 力 往往 是 更 复杂 的 时 间 函 数 .工程 上 常 遇 到 扰 力 是 周期 
函数 的 情形 .周期 函数 是 周期 地 重复 取 值 的 函数 ,可 表示 为 
f(t 二 nT)= f(t), n=0,1,2,. 

式 中 了 称 为 周期 , 它 是 函数 重复 一次 所 需 的 最 短 时 间 。 可 以 看 到 ， 
任何 频率 为 2 的 谐 和 函数 都 是 了 = 分 的 周期 函数 .但 是 ,周期 函 
数 不 限 于 谐 和 函数 .在 讨论 系统 对 周期 扰 力 的 响应 之 前 , 先 来 看 周 
期 函数 的 传 里 叶 级 数 表示 

实践 中 遇 到 的 周期 函数 ,几乎 都 可 以 表示 成 如 下 形式 的 全 里 
叶 级 数 凯 

27 


一 和 十 一 二 
太一 了 > (ancosngt + bsinnwt)， 二 寺 


(3. 5.1) 
式 中 了 为 周期 ,2 = 字 是 基本 频率 ,简称 基 频 ;对 应 于 基 频 的 谐 和 
分 量 称 为 基 频 分 量 ,简称 基 波 ;对 应 于 基 频 的 整数 倍 频率 的 谐 和 分 
量 称 为 高 谐 分 量 ,简称 谐 波 ;具体 地 对 应 于 202 30 的 分 量 分 别 
称 为 二 次 谐 波 、 三 次 谐 波 等 等 。 
上 上述 傅 里 叶 级 数 中 各 个 谐 和 分 量 的 系数 称 为 傅 里 叶 系 数 。 利 
用 三 角 畏 数 的 正 交 性 ,它们 可 以 求 得 如 下 : 


QD 严格 地 说 ,可 以 展开 成 傅 里 叶 级 数 周期 
在 其 定义 域 上 是 有 界 的 ,并 在 一 个 周期 内 只 其 有 
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2 
,二 31, ef (td (3.5.2) 
a, 一 2 CE)cOS71f2tdt ， 7 一 1]，、，2.，。 (3. 5. 3) 
-4 
b, = 3° ,f(sinnArdr, n= ], 2 (3. 5,. 4) 
傅 里 叶 级 数 也 可 以 表示 成 复数 形式 ,利用 欧 拉 公式 ,正弦 与 余 
孩 果 数 可 分 别 表示 为 
jg 二 je 一 e ) 0 (e 十 e 7 了) 
slnl 一 7 ， cost = 2 
将 上 式 代 入 式 (3.5.1), 有 
a, 十 BD [a, (ei 十 e- 0 一世 (en 一 ee nt |] 
XxX) -一 一 二 一 一 一 


ao + > [Cu 一 迄 )era + (a + jb,)e ”0] 


7 
引 人 记 续 
和 二 过 
0 
式 (3.5,1) 可 改写 为 
X(t) 一 > Cel (3.5.5) 
日 有 
天 | zr (De ad (3. 5. 6) 
2 


Cc, 一般 为 复数 ,因而 可 表示 为 
c, = |c, le 
若 给 定 的 周期 函数 有 某 种 对 称 性 , 则 其 傅 里 叶 分 析 可 进一步 
简化 .例如 ， 
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(1) 设 为 偶 函 数 , 即 有 J 了 C0) = 二 (一 个 . 则 式 (3.5.1) 中 只 剩 下 
第 数 项 与 余弦 项 , 即 有 5, 一 0) 

(2) 设 为 奇 函 数 , 即 有 (1) = 一 太一 站 , 则 式 (3.5.1) 中 只 剩 
于 正弦 项 , 即 有 ao,2, 一 0; 

(3) 设 周期 为 了 的 函数 , 且 满足 中: 士 怀 | = Ko) , 则 其 傅 里 
叶 展 式 中 只 含 偶 次 谐 波 ; 

(4) 设 周期 为 了 的 函数 , 且 满 足 川上 十 | 一 一 /Ge), 则 其 介 
里 时 展 式 中 只 含 奇 次 谐 流 。 


例 3.5.1 设 有 图 3.5.1 所 示 周 期 为 了 的 周期 函数 f(z), 试 
求 傅 里 叶 展 式 。 


f (2) 


图 3. 5.1 第 形 波 (i) 


解 ”在 一 个 周期 内 ,f(t) 可 表示 为 


| A, 0 < 
一 
f (7) 1 


由 于 f(t) 为 奇 肾 数 , 故 有 
ud, 二 0， no 二 00,1,2,.° 


一 一- f(1),- 故 有 
bp, = 0， n= 2,4,6,.: 


由 于 /| 十 


2 
2 


54 振动 理论 及 应 用 


一 


仅 当 ?7 为 奇数 时 ,由 式 (3.5.4), 有 
2 [13 . 1 
bp, = | rsinzm dt 


4 人 / 44 
2 . - 
一 到 | 4asin2m dt 一 nan? nn 二 |],，3,， 3" 


所 以 ,f(z) 的 傅 里 叶 展 开 式 为 
Fo = DD lsin 2 

为 了 更 形象 地 显示 傅 里 叶 分 析 的 结果 ,在 本 例 中 可 以 将 六 随 
频率 w 的 变化 关系 表示 为 图 3. 5.2 所 示 , 它 由 一 系列 离散 在 2 的 
奇 整数 倍 处 的 垂直 线段 组 成 ,各 线段 的 长 度 分 别 取 为 5,。 这 类 图 称 
为 傅 里 叶 离 散 谱 ,也 称 线 谱 。 在 一 般 情 形 下 ,可 分 别 取 1c,| 与 办 作 
为 纵 坐 标 , 而 取 w 作为 横 坐 标 , 画 出 相应 的 傅 里 叶 旺 频谱 与 相 频 
谱 。 所 以 , 傅 里 时 分 析 也 称 谱 分 析 ， 


图 3. 5.2 了 (71) 的 频谱 


注意 ,周期 函数 所 对 应 的 谱 总 是 离散 谱 。 但 随 着 周期 了 的 不 断 
增 大 ,0 = 反 将 不 断 碱 小 ,离散 频谱 的 谱 线 间距 将 意 来 愈 小 ,在 
T -> co 的 极限 情形 ,周期 函数 将 失去 周期 性 ,而 离散 频谱 将 转化 
为 连续 频谱 ,这 时 , 传 里 叶 级 数 将 转化 为 传 里 叶 积 分 .关于 这 种 情 
形 ,将 在 下 一 章 讨论 非 定常 响应 时 作 进 一 步 介 绍 ， 

顺便 指出 ,线性 系统 中 的 定常 运动 , 除 周期 运动 外 ,还 有 拟 周 
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期 运动 ,简单 地 说 , 拟 周期 运动 是 由 具有 不 可 通 约 基本 频率 (例如 
取 有 理 数 与 无 理 数 ) 的 两 个 或 两 个 以 上 的 周期 运动 合成 的 结 采 。 
它 所 对 应 的 频谱 也 是 离散 谱 。 

昔 助 于 数字 计算 机 ,可 以 高 效 地 实现 人 很 里 时 分 析 . 特 别 是 快速 
健 里 叶 变 换 (FFT) 算法 在 60 年 代 中 期 间 世 以 来 , 傅 里 时 分 析 技 
术 已 日 趋 完 善 与 普及 ， 


3.5.2 强迫 振动 的 一 般 表 示 式 


现 考察 1 自由 度 线性 阻尼 系统 在 任意 的 周期 扰 力 f(z) 作 用 下 
的 定常 强 追 振动 。 这 时 ,系统 的 运动 微分 方程 可 表示 为 
mx 二 cr 二 kr = f0) (3. 5.7) 
上 一 小 节 3. 5.1 中 已 经 说 明 , 任 意 的 周期 力 f(1) 总 可 以 展开 为 健 
里 叶 级 数 , 即 式 (3.5.1)。 级 数 中 除了 一 个 常 力 分 量 外 ,其 余 每 个 分 
量 都 是 一 个 简 谐 力 , 根 据 有 加 原理 ,上 述 系 统 由 周期 力 1 (1) 引起 
的 强人 迫 振动 可 以 由 各 个 分 量 所 引起 的 强迫 振动 全 加 而 得 ,由 式 
(3. 4.12) 与 式 (3.4.13),， 上 述 系 统 在 简 谐 扰 力 ascosn{2t 与 
pssinnf2t 分 别 作 用 下 ,相应 的 定 篆 强 迫 振 动 z 与 Xx;z 可 表示 为 


rz, 一 有 区 cos (nflt — Y,) (3. 5.8) 
= 有 | sin (nf 一 ,) (3. 5.9) 
| 
其 中 
B, = [TC— nny) 二 + (tn7) | ,Y= 5 (3. 5. 10) 
2CnY 


W = arctan 1 (3. 5.11) 


一 ny 
因此 ,上 述 系统 在 任意 周期 扰 力 f (1) 作用 下 的 定常 强迫 振动 可 表 
示 为 
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CA a, b, . 
TI 二 十 > 0， Cos(ntd 一 见 ) 十 Sin (nt 一 yy,) 


(3. 5. 12) 

例 3.5.2 设 有 刚度 为 ,固有 频率 为 p 的 无 阻尼 1 自由 有 度 系 

统 ,受到 例 3.5.1 中 给 定 的 周期 扰 力 作用 , 设 扰 力 基 频 2 一 兮 。 斌 
求 系统 的 定常 强迫 振动 ,并 画 出 相应 的 幅 频 谱 图 ， 

解 ”由 例 3. 5. 1 已 知 该 周期 扰 力 可 展开 为 如 下 传 里 叶 级 数 


f(t) = -2 一 sinng (a ) 
在 它 的 作用 下 ,系统 的 定常 强迫 振动 , 按 式 (3. 5.12), 可 表示 为 
X(t) 一 = Fsinnfy (pb, 


其 中 


2 
Bb, = (1C— 四 1， n= 1,3,95,"" 


取 无 量 纲 幅 值 B, 为 


图 3. 5.3 啊 应 频谱 


B, 随 w 的 变化 关系 如 图 3. 5.3 所 示 , 此 即 定常 啊 应 的 幅 频谱 图 ,七 
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也 是 离散 频谱 。 和 图 3.5. 2 相 比 ,可 见 , 只 有 在 扰 频 接近 于 系统 固 
有 频率 的 那些 扰 力 分 量 对 系统 的 定常 响应 有 较 大 的 影响 。 当 激励 
具有 离散 频谱 时 ,系统 的 定常 响应 也 具有 离散 频谱 ,这 是 线性 系统 
的 一 种 频 域 固有 属性 。 


3.6 测 挎 原理 


本 讨论 惯性 式 测 振 仪 的 工作 原理 .惯性 式 测 振 仪 有 两 类 :一 
类 是 测 振 动物 体 的 位 移 的 , 称 为 位 移 计 ;一 类 是 测 振 动物 体 的 加 速 
度 的 , 称 为 加 速度 计 。 无 论 是 位 移 计 还 是 加 速度 计 , 它 们 的 力学 模 
型 都 可 以 采用 1 是 由 度 线性 
阻尼 系统 ,如 图 3.6.1 所 示 。 
测 振 仪 的 完 体 轿 连 在 振动 物 
体 上 , 随 振 动物 一 起 运动 , 拾 
振 质 量 mx 相对 于 过 体 作 相 
对 运动 ,在 相对 运动 中 ,系统 
的 输入 是 充 体 运动 引起 的 惯 
性 力 , 而 系统 的 输出 则 是 质 
量 m 的 相对 位 移 , 分 析 结 有 果 图 3. 6. 1 测 振 仪 原理 图 
表明 ;在 低频 段 (w < pp), 系 
统 的 输出 成 比例 芝 近 于 振动 物体 的 加 速度 ;而 在 高 频段 (w 传 p)、 
”系统 的 输出 成 比例 逼近 于 振动 物体 的 位 移 。 因 此 ,这 一 原理 被 分 别 
用 来 设计 加 速度 计 与 位 移 计 。 

设 待 测 物体 的 运动 可 表示 为 y 二 Ycoswi。 取 质量 m 的 相对 平 
衡 位 置 为 坐标 原点 ,用 z 表示 质量 的 相对 位 移 , 则 由 相对 运动 的 牛 
顿 定律 ,可 得 系统 的 运动 微分 方程 为 

jzr 十 cz 十 Ar 一 一 My 一 7o2Ycoscu (3. 6. ] ) 


可 见 , 上 式 与 方程 (2.3.1) 形式 相同 ,只 是 力 幅 已 改 为 mwY ,因而 
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方程 (3. 6. 1) 的 特 解 ( 它 代表 定常 振动 ) 可 直接 写 出 为 


z= Lcos(wt — yy) (3. 6. 2a) 
其 中 
7 mY 加 YX 
VV (ko— mw ) (cw) vV (lo— 7 ) (267) 
一 YX 了 (3. 6. 20) 
tanb = 2 (3. 6. 2c) 


k—mw 1 一 六 
可 以 看 到 ,这 一 情形 下 的 相对 位 移 放 大 率 多 与 3. 4 节 中 提 到 的 加 
速度 放大 率 7 随 7 的 变化 曲线 如 图 3. 6. 2 所 示 ， 


180° 


. \ 农 比 7 二 名 
NS 


ZY 
~ 
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位 移 计 ”通常 ,位 移 计 的 阻尼 总 是 设计 成 充分 小 ,因而 可 上 略 
去 不 计 。 从 图 3. 6.2 可 以 看 到 ,在 7>3( 即 ww 这 3p) 的 频带 上 ,相对 
位 移 放 大 率 接近 于 1, 而 相位 差 接近 于 ,因而 有 
z Si— Ycoswt 
就 是 说 , 抬 振 质量 mx 的 相对 运动 与 待 测 物体 的 振动 仅仅 相差 一 个 
相 角 7"。 这 就 是 位 移 计 的 工作 原理 ,因为 它 要 求 位 移 计 的 固有 频率 
必须 远 小 于 待 测 振 动 频率 ,这 就 给 低频 测 振 市 来 了 困难 ,例如 , 当 


待 测 频率 为 1 Hz 时 ,位 移 计 的 固有 频率 可 取 为 二 Hz, 则 由 公式 
PP 一 Vg/0, 有 


这 就 要 求 位 移 计 的 质量 相当 大 ,而 且 弹 得 刚度 要 相当 小 。 考 虑 到 位 
移 计 质量 相对 大 时 ,就 会 影响 待 测 物 体 的 振动 ,所 以 这 类 位 移 计 通 
常 只 用 于 测 大 物体 的 振动 ,例如 地 震 、 船 舶 振动 等 。 

加 速度 计 ”从 式 (3.6.225) 还 可 以 看 到 , 当 7Y 之 1( 即 ww 之 2p) 


时 ,有 楼 近 于 1 ,因而 有 多 盖 = 把 .这 时 , 拾 振 质量 严 的 相对 位 移 
近似 地 为 
Zz 2 je Yeos (wt — y) 


它 与 振动 物体 的 加 速度 y 二 一 wYcoswt 相 比 ,在 幅 值 上 只 相差 一 
个 比例 系数 (一 1/t22) ,在 相位 上 则 滞后 一 个 销 角 。 因 此 , 它 可 以 用 
来 构成 加 速度 计 。 可 见 , 加 速度 计 的 固有 频率 必须 远大 于 待 测 振动 
频率 ,但 从 上 式 可 以 看 到 ,加 速度 计 的 灵敏 度 (Z/wY) 与 刀 成 反 
比 ,所 以 加 速度 计 的 固有 频率 又 不 能 取得 太 大 。 

为 了 更 清楚 地 看 到 当 7Y < 1 时 ,放大 率 8 随 7 的 变化 情况 ,我 
们 将 这 一 区 域内 的 8-7 曲线 以 放大 的 比例 尺 画 出 ,如 图 3.6.3 
所 示 ，。 
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TH 
N06 
TN 
A 下 SS 


0.7 0.8 0.9 


频率 比 7? = 


Si8 ， 


图 3.6.3 7Y 志 1 时 的 8-7Y 曲 线 


从 图 上 可 以 看 到 , 当 阻 尼 为 零 ( 即 “一 0) 时 , 随 着 7 的 增 大 ,pB 
很 快 增 大 ;给 系统 添加 阻尼 ,有 助 于 克服 这 一 倾 问 ,这 是 因为 4 表 
示 式 的 分 母 根 号 内 (1 一 六 六 项 的 减 小 ,由 于 有 (257) 项 的 增 大 而 
得 到 补偿 .从 图 上 可 以 看 到 ,这 种 补偿 作用 当 5 接 近 于 0.7 时 ,效果 
最 佳 ; 这 时 ,在 0 乏 ”二 0.3 的 频 市 上 ,4 仁 始 终 非 常 和 逼近 于 1。 册 继 
续 增 大 阻尼 ,8 值 又 将 因 过 分 补偿 而 迅速 减 小 ,所 以 ,为 了 尽 可 能 
扩大 加 速度 计 的 量程 ,一 般 都 把 阻尼 设计 成 5 取 值 于 0.7 左右 , 事 
实 上 ,这 样 做 不 仅仅 能 扩大 量程 ,而 且 对 于 减 小 相位 旺 变 也 具有 决 
定性 作用 ,因为 所 测 物 体 的 振动 可 能 不 是 纯正 弦 形 的 ,例如 一 般 的 


周 期 振动 ,除了 频率 为 w = 守 的 基 波 外 ,还 含有 频率 为 整数 售 
的 高 次 谐 波 ;要 使 记录 的 波形 如 实地 反映 所 测 振动 的 波形 ,必须 使 
记录 的 高 次 谐 波 的 相位 差 等 于 基 波 相位 差 多 的 整数 倍 ,从 图 3. 6. 2 
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中 的 -7 曲线 可 以 看 到 , 当 8==0.7 时 ,在 7 二 1 的 频带 内 ,y-Y 曲 
线 相 当 通 近 于 直线 段 , 即 用 二 57。 这样 , 当 加 速度 计 的 5 值 取 
0.7 时 ,就 可 避免 产生 相位 畸 玻 。 

压 电 蝎 体 加 速度 计 利 用 的 也 是 这 -一 测 振 原理 。 这 类 加 速度 计 
的 示意 图 如 图 3.6.4 所 示 。 唱 体 的 特点 是 两 端面 受 压 后 会 产生 相 
应 的 电量 .如 果 把 晶体 看 做 一 个 弹簧 , 那 末 它 在 端面 上 所 受 的 压力 
就 正比 于 拾 振 质量 m 的 相对 位 移 , 因 此 , 当 w 安 pp 时 ,输出 的 电信 
号 就 正比 于 所 测 振动 的 加 速度 。 

和 位 移 计 相反 ,加 速度 计 的 固有 频率 相对 地 高 得 多 , 故 易 于 做 
到 重量 轻 , 体积 小 ,这 样 , 仪 器 本 身 重量 对 振动 物体 的 影响 也 就 小 
到 往往 可 以 略 去 不 计 。 


图 3.6.4 压 电 加 速度 计 原 理 图 


3.7 隅 振 犀 理 


振动 隔离 有 两 方面 的 含义 :一 方面 是 精密 机 械 、 仪 右 、 仪 表 可 
防 止 从 基础 传 来 的 振动 ; 另 一 方面 是 要 减 小 振动 机 械 对 基础 的 作 
用 。 前 者 称 为 运动 隔 振 , 后 者 称 为 力 隔 振 .因为 它们 的 隅 振 原 理 是 
统一 的 ,所 以 在 同一 节 里 来 讨论 。 
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3.7.1 运动 隔 振 


隔 振 系统 的 最 简化 模型 可 表示 为 图 3. 7. 1 所 示 的 1 自由 度 线 
性 阻尼 系统 ,其 中 质量 m 代表 精密 仪器 
装备 , 隔 振 装置 用 弹 得 & 与 阻尼 器 “来 
表示 ， 

假设 基础 的 运动 是 铅 垂 方向 的 谐振 
动 , 取 yy 轴 向 下 为 正 , 这 一 运动 可 表示 为 

y = Ycoswt (3. 7. ] ) 
再 设 质量 m 也 只 能 沿 铅 垂 方向 运动 ,我 
们 以 基础 不 动 时 (y = 0), 质 量 m 的 静 平 
衡 位 置 作为 原点 , 沿 铅 垂 方向 取 广 轴 ( 向 图》 - | 总 应 运动 的 际 拓 
下 为 正 ) ,用 坐标 x 来 表示 质量 m 的 绝对 
位 移 。 考 虑 到 初 变形 时 的 弹簧 力 与 重力 正好 平衡 ,所 以 在 运动 中 作 
用 于 质量 m 的 净 力 就 只 有 弹性 恢复 力 与 阻尼 力 ,它们 在 x 轴 上 的 
投影 分 别 为 一 k(x 一 y) 与 一 c(z 一 y)。 于 是 ,由 牛顿 定律 ,有 


嘿 早 


mx =— k(t y)—c(r— y) 

或 写成 

mx 二 ct++ kr=ky+cy (3.7. 2) 

利用 复数 解法 ,将 y 与 x 分 别 表示 为 
y = Ye ! 
z / z 3.7.3 

r= Xe” = Xe »， eiw | . ) 

将 它们 代入 方程 (3. 7. 2), 得 
(一 mew’ + Jcw + kXe ”= (+ icw)Y 

或 写成 

Xp  A 十 jw 

YY (me) 十 Jco 人 


对 上 了 式 两 闪 取 绝对 值 , 可 得 
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| Ee: 十 C0 


NC my): + cw 
或 用 阻尼 率 与 频率 比 y 表示 为 


XX _ 1 十 0207) 
Y (1—7) + (C2) (3.7. 5a) 


YO 


< 


(3. 7.5) 


图 3.7.2 了 -7 曲线 


在 图 3.7.2 中 ,以 阻尼 率 为 参数 , 按 式 (3.7. 5a) 夯 出 了 传递 
率 随 频 率 比 变化 的 曲线 , 即 了 -7 曲线 ,从 图 上 可 以 看 到 , 当 Y7Y= 
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v 2 时 ,不 论 # 多 大 ,了 都 等 于 1, 即 所 有 曲线 都 交 于 (w 2 ,1) 点 。 
当 ” 福 YV2 时 , 恒 有 了 了 <<1. 且 当 7 一 co 时 ,人 一 0, 这 时 基础 的 振 
动 将 传递 不 到 仪器 仪表 上 去 。 值 得 注意 的 是 , 当 ”>> Y 2 时 , 减 小 
阻尼 对 降低 传递 率 是 有 利 的 .但 是 ,为 了 使 结构 安全 通过 共振 区 ， 
还 应 考 感 保持 适当 的 阻尼 ， 


3.7.2 力 隔 振 


这 时 机 器 本 身 是 振 源 ,加 隔 振 装置 的 目的 是 减 小 机 器 的 振动 
对 基础 的 作用 .。 取 图 3.7. 3 所 示 模 型 系统 ， 
基础 假定 是 不 动 的 ,在 质量 mm 上 作用 有 铬 
垂 简 谐 力 下 = 二 Focoswt,。 由 3.3 节 可 知 ,这 
时 质量 m 的 定常 强迫 振动 为 
X= Xcos(wt— yy) 


其 中 
F 
X= XP = 太一 
(人 一人) 十 《257) 图 3.7.3 传递 力 隔 振 
故 有 


F, = kX VO PYF CY (3. 7. 6) 
传 到 基础 上 去 的 力 有 两 个 ,一 个 是 弹簧 力 
和 Fi = kr = kXcos(wt — Y) 
另 一 个 是 阻尼 力 | 
FP =cecr=— cwoXsin(w ~— yy) 

这 两 个 力 都 是 同 频 率 的 谐 和 力 ,但 彼此 有 90° 的 相位 差 。 所 以 传 到 
基础 上 的 力 是 二 者 的 合力 ,其 力 幅 Fy 为 

Fr=X Vk tecw = kX Vl 207) (3.7.7) 
传 到 基础 上 的 力 与 作用 于 机 器 的 力 , 二 者 力 幅 之 比 天 - 亦 称 传 着 
率 。 由 式 (3.7,.6) 与 式 (3.7.7) ,可 得 


第 三 章 ”1 自由 度 线 性 系统 (二 )-- 一 定常 强迫 振动 65 


Fr 1 
F, Na — 7) 二 (287): 
比较 式 (3. 7.5a) 与 式 (3.7.8), 可 见 有 
X Fr 
i 


这 说 明 无 论 是 力 隔 振 还 是 运动 陋 振 ,两 者 的 原理 是 统一 的 。 


(3.7.8) 


3.7.3 反馈 控制 隔 振 


在 上 述 关于 图 3.7.1 所 示 系 统 的 隔 振 分 析 中 可 以 看 到 ,线性 
阻尼 在 7 二 V2 与 7Y > v2? 这 两 个 频段 
上 所 起 的 作用 有 所 不 同 , 见 图 3. 7.2。 当 


7 一 V2 时 , 增 大 阻尼 有 利于 降低 传递 
率 , 而 当 7Y V2 时 , 则 相反 , 即 增 大 阻尼 
及 而 不 利于 降低 传递 率 , 这 一 结果 是 由 阻 
尼 妖 的 安 琢 方式 引起 的 ， 

若 将 阻尼 器 安装 成 悬空 式 (sky hook ) 
的 ,如 图 3.7.4 所 示 , 结 果 就 不 一 样 ,这 时 ， 
设 基 座 的 运动 为 w= 二 coswt, 则 系统 的 运动 
微分 方程 又 重新 取 式 (3. 3. 1a) 的 形式 ， 图 3.7.4 阻尼 器 悬空 
即 有 安装 结构 

mz cr kr = kcoswt 

这 时 ,系统 的 幅 频 啊 应 曲线 将 如 图 3. 3. 2 所 示 , 即 系统 的 放大 
率 曲线 与 传递 率 曲 线 合 而 为 一 .在 这 种 情 帝 下 ,不论 Y 取 何 值 , 增 
大 阻尼 总 有 利于 降低 传递 率 。 

然而 ,有 些 工程 系统 ,例如 车 辆 .地 面 建筑 等 ,都 无 法 安 交 这 种 
悬空 式 阻 尼 器 .不 过 利用 反馈 控制 可 以 达到 同样 的 效果 。 

考察 图 3. 7.5 所 示 1 自由 度 反 馈 控 制 隔 振 系统 ,该 图 中 ,1 个 
表 作 动机 构 , 它 根据 控制 信号 产生 相应 的 力 ;2 表示 加 速度 传 感 
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融 ;3 代表 控制 能 ,由 传感器 送 来 的 加 速度 信号 及 经 积分 后 得 到 的 
速 度 信号 ,在 这 里 分 别 适 当 “ 放 大 ”后 组 成 负 反 馈 控 制 信 号 ;反馈 
控制 力 玉 设计 为 


F=— (kr kr), R&D (3. 7.9) 
这 时 ,系统 的 运动 微分 方程 可 描述 为 
mx =— k(xr—mw)+rF (3.7.10) 
由 式 (3.7.9) 与 式 (3. 7. 10), 可 得 系统 的 传递 函数 为 
和 (3S) k 
WO iE ks ik (C3.7. 11) 
不 难看 到 ,上 述 反 馈 控 制 隔 振 系 统 有 以 下 特点 : 
(1) 它 能 提供 大 小 与 隔 振 对 和 象 绝 对 速度 成 正比 的 阻尼 力 , 即 
实现 悬空 式 阻 尼 器 的 功能 。 


(2) 在 隔 所 弹簧 静 变 形 6(6 = mg/k) 保持 不 变 的 情形 下 ,能 
增 大 系统 的 等 效 质量 (m 十 如)。 换 句 话 说 ,能 在 不 改变 系统 原 有 质 
量 与 刚度 的 情形 下 ,使 系统 的 固有 频率 有 所 下 降 。 

以 上 两 点 都 有 利于 提高 隔 振 效 果 。 前 者 可 使 增 大 阻尼 在 整个 
频 域 上 都 有 利于 降低 传递 率 ;后 者 使 有 效 隔 振 (T 二 1) 频带 向 低 
频段 扩展 。 


站 


| 
| 
| 
| 


| 守 3.7.5 上 扩 席 控制 阳 拓 系统 
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图 3.7.6 示 意 地 给 出 了 有 无 反馈 控制 情形 下 的 隅 振 效 采 
对 比 。 


1 无 反馈 
有 反馈 


3.7.6 隔 振 效果 对 比 


3.8 结构 阻尼 


当 材料 处 于 交 变 应 力 状态 时 ,由 于 内 部 的 能 量 耗 散 而 呈现 出 
阻尼 特性 .实验 指出 ,对 于 像 钢 与 铝 合金 等 结构 材料 ,在 振动 一 周 
内 所 耗 散 的 能 量 与 频率 无 关 , 而 大 致 与 应 变 幅 值 的 平方 成 正比 .内 
为 应变 幅度 往往 取决 于 振幅 ,所 以 又 可 以 看 成 耗 能 与 振幅 的 平方 
成 正比 ,这 种 阻尼 常 称 为 结构 阻尼 .假设 在 振动 中 ,结构 阻尼 每 周 
耗 散 的 能 量 为 
AF = QX- (3. 8.1) 
其 中 XX 是 振幅 ,a 是 由 实验 测定 的 常数 .实验 指出 ,对 于 金属 材料 ， 
a 大致 取 值 于 2 一 3 之 间 。 
3.3 节 中 曾经 指出 ,线性 阻尼 在 振动 一 周 内 所 耗 散 的 能 量 为 
AF = FTCOX- (3. 8.2) 
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现 在 引入 等 效 线性 阻尼 的 概念 , 即 假设 结构 阻尼 与 等 效 线性 阻尼 
在 振动 一 周 内 所 耗 散 的 能 量 相 等 , 即 有 

aX’ 一 nc.wX’ 
由 此 可 确定 结构 阻尼 的 等 效 线性 阻尼 系数 c. 为 


ce 二 -一 (3. 8. 3) 


Tc 
将 上 述 等 效 线 性 阻尼 系数 c. 代 人 线性 阻尼 系统 强迫 振动 微分 
方程 ,可 得 


mz 十 | 吉 z+ hr = FF) (3. 8. 4) 


F(z) 为 作用 于 系统 的 扰 力 。 
我 们 用 复数 解法 来 考察 这 一 情形 的 定常 强人 振动 。 设 系统 作 
用 有 复 谐 和 拢 力 
F(t) = Foe” 
这 时 ,系统 的 定常 强迫 振动 可 设 为 
r= Xe 
其 中 X 为 复 振幅 .对 于 上 述 定常 振动 ,有 
r= joXe” 一 jwr 
将 它们 代 人 系统 的 运动 微分 方程 (3. 8. 4), 可 得 
mz 十 有 (1 9x = Foe™ (3. 8. 5) 
其 中 


(i 
7 称 为 结构 阻尼 率 , 而 量 《(1 十 j7) 称 为 复 刚度 。 
方程 (3. 8. 5) 的 定常 解 复 振幅 可 求 得 为 
X, 
1 一 7 二 jj 


其 中 X, = 宇 。 由 上 式 可 见 , 系 统 的 放大 率 8 为 


(3. 8. 6) 


入 一 (3. 8. 7 ) 
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x 1 
二 二 一 二 一 一 一 一 一 (3. 8. 8 ) 
区 VO— 7 
可 以 看 到 ,系统 共振 发 生 在 >Y 一 1, 即 w 王 户 的 情形 .这 时 ,共振 放 


大 率 应 为 


1 
7 
与 线性 阻尼 情形 的 共振 放大 率 8. = 序 相 比较 ,可 以 认为 ,在 共 拓 
情形 下 结构 阻尼 率 7 相当 于 线性 阻尼 率 的 2 倍 。 

应 该 再 次 强调 ,上 述 结构 阻尼 与 线性 阻尼 之 间 的 类 比 关系 ,只 
适用 于 谐 和 激励 下 的 定常 强迫 振动 。 


3.9 品质 数 与 半 功 率 带 宽 


当 系统 阻尼 其 小 时 ,从 放大 率 的 8-7 曲线 可 以 看 到 ,在 共振 
区 ( 即 y = 1 附近 ) 形 成 共振 峰 , 如 图 3.9. 1 所 示 . 阻 尼 率 愈 小 ,共振 
峰 愈 尖 ,所 以 工程 上 常 把 阻尼 甚 小 的 系统 称 为 具有 尖峰 幅 频 特性 
的 系统 。 系 统 在 7 二 1 时 的 放大 率 , 常 称 为 系统 的 品质 数 @, 即 有 


} 
Q 二 5 
总 质 数 Q@ 可 用 来 表征 系统 共 
振 峰 的 锐 度 ,Q 愈 大 ,共振 峰 
愈 尖 , 它 也 反映 了 系统 的 罕 
溃 滤 波 性 能 ,振荡 电路 中 称 
之 为 选择 性 ,Q 值 愈 大 ,选择 
性 您 好 。 
与 Q@ 数 相对 应 , 半 功 率 
带宽 人 A 常用 来 表征 共振 蜂 筑 
度 , 它 反映 系统 共振 区 的 大 


图 3.3.1 半 功 率 带宽 
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小 .在 放大 率 的 8- 7 曲线 上 ,8 值 等 于 2Q( 即 0.707Q) 的 点 党 


称 为 半 功 率 点 小, 两 个 半 功 率 点 之 间 的 频带 宽度 定义 为 共振 峰 的 

设 半 功 率 点 所 对 应 的 频率 比 为 7;(i = 1,2), 按 定义 有 
主 [ 冯 | _ l _ 
2 \ 2 (1 — 77)’ + (2857,)? 
即 有 

7 2(1 0) (1 8)=0 
由 此 可 解 得 
N= (1 2 和 2 vit 

考虑 到 阻尼 其 小 时 ,有 《之 1, 咯 去 以 上 的 小 量 , 可 得 


7i ,二 1 干 2¢ 
在 同样 的 精确 度 内 ,有 

Yi, 二 1 和 干 & 
按 半 功率 带宽 的 定义 ,有 

A 三 7,— 7 
故 有 

A=24= 己 


这 就 是 说 , 当 阻 尼 甚 小 时 ,系统 的 品质 数 与 半 功 率 带 宽 互 为 倒数 。 
在 结构 阻尼 的 情形 ,有 


收 有 


J 因 为 功率 常 正比 于 振幅 的 平方 ,在 这 点 处 ,功率 刚好 是 最 大 功率 的 1/2, 故 有 
半 功 率 点 的 名 称 。 
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一 一 非 定 常 响应 


4.1 引 


HR 


上 一 章 阅 述 了 系统 对 定常 激励 的 啊 应 ,这 些 激励 或 者 是 时 间 
的 谐 和 函数 ,或 者 是 可 以 展开 为 侍 里 叶 级 数 的 周期 消 数 ,在 定常 激 
励 作 用 下 ,由 于 阻尼 的 影响 ,系统 响应 中 的 自由 振动 部 分 迅速 立 
减 ; 剩 下 的 强迫 振动 部 分 构成 系统 的 定常 啊 应 ,因此 ,需要 考虑 的 
主要 是 定常 虹 应 。 

在 另外 一 些 重要 的 情形 下 ,激励 本 身 是 非 定 党 的 ,因而 系统 根 
本 就 没有 定常 响应 。 非 定常 激励 大 致 可 分 成 两 类 :第 一 类 是 变化 任 
意 的 持久 作用 ;第 二 类 是 罕 发 性 的 冲击 作用 。 本 章 分 别 考察 系统 对 
应 于 这 两 类 激励 的 非 定常 啊 应 。 

对 于 第 一 类 ,主要 是 建立 线性 阻尼 系统 非 定常 响应 的 卷 积 积 
分 表示 式 . 上 一 章 在 考察 系统 的 定常 响应 时 ,主要 采用 频率 啊 应 特 
性 的 概念 ,用 它 来 表述 系统 的 动态 啊 应 特性 ,并 分 析 系 统 的 定常 啊 
应 ,这 一 方法 通常 称 为 频率 响应 法 . 它 的 基础 是 前 面 提 到 的 个 加 原 
理 。 所 谓 脉冲 响应 是 指 系统 对 单位 冲 量 产生 的 响应 , 它 是 依赖 于 冲 
量 作用 时 刻 与 所 考察 响应 时 刻 的 时 间 函 数 .按照 亚 加 原理 ,对 于 一 
个 时 间 历 程 为 任意 函数 的 激励 ,可 以 把 它 分 割 成 一 系列 在 各 个 不 
同时 刻 作 用 的 微 冲 量 .这 样 ,系统 对 应 于 一 个 任意 激励 的 响应 就 等 
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于 系统 对 应 于 上 述 微 冲 量 系 列 激励 的 响应 之 和 。 结 果 导 致 非 定常 
响应 的 卷 积 积分 表示 ,也 称 杜 汉 梅 耳 积分 。 

频率 响应 法 与 脉冲 响应 法 是 分 析 线 性 系统 动态 响应 的 两 把 利 
刃 , 它们 分 别 从 频 域 与 时 域 这 两 个 不 同 的 侧面 来 剖析 线性 系统 的 
动态 行为 . 傅 里 叶 变换 是 沟通 频 域 分 析 与 时 域 分 析 的 桥梁 。 事 实 
上 ,系统 频率 响应 特性 正 是 系统 脉冲 响应 的 傅 里 时 变换 ， 

定常 响应 的 傅 里 叶 级 数 展 式 在 频 域内 对 应 于 离散 频谱 ,而 非 
定常 响应 的 卷 积分 表示 式 在 频 域 内 对 应 于 连续 频谱 。 这 是 非 定常 
运动 有 别 于 定常 运动 的 一 个 特点 。 

本 章 还 介绍 如 何 用 拉 普 拉 斯 变换 法 来 求解 系统 的 非 定常 响 
应 。 拉 普 拉 斯 变换 法 是 研究 常 参数 线性 系统 的 一 个 有 力 工具 ,特别 
便于 研究 激励 为 时 间 的 分 段 连 续 函 数 的 情形 ,由 拉 普 拉 斯 变换 法 
得 到 的 解 ,可 同时 包括 对 激励 的 响应 与 对 初始 条 件 的 响应 。 

对 于 第 二 类 问题 ,人 们 关注 的 是 系统 在 非 定常 响应 中 达到 的 
最 大 值 。 由 于 系统 在 冲击 作用 下 往往 很 快 就 达到 最 大 值 ,这 时 , 阻 
尼 还 来 不 及 耗 散 大 量 机 械 能 ;因此 ,对 这 类 问题 通常 只 考察 不 计 阻 
尼 时 的 系统 响应 。 本 章 末尾 将 对 工程 设计 中 常用 做 参考 的 冲击 响 
应 谱 作 简要 的 介绍 。 


4.2 脉冲 啊 应 法 与 时 域 分 析 


系统 非 定常 响应 分 析 中 需要 用 到 一 个 重要 的 概念 一 一 脉冲 
响应 函数 。 它 定义 为 系统 在 单位 冲 量 作 用 下 的 瞬 态 啊 应 。 

单位 冲 量 可 以 用 6 昂 数 来 表示 。f 函数 是 一 种 厂 义 函数 ,数学 
上 常 定 义 为 


| op)d = | dp = 0 4.2.1) 


其 中 Yi) 是 在 原点 连续 的 任意 娟 数 ,0. 代表 上 轴 上 从 无 边 趋 于 有 零 
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的 点 ,0; 代表 1 轴 上 从 右边 趋 于 零 的 点 ,在 式 (4.2.1) 中 , 令 91) 二 
1], 即 有 


| 500)di = | t+8( dt 一 1 (4. 2. 2) 


设 t 代 表 时 间 , 则 6(1) 有 T-!' 的 量 纲 . 这 时 , 力 冲 量 可 表示 为 
f(t) = L607) (4. 2. 3) 

其 中 了 为 常量 ,具有 LMT ' 的 量 纲 . 令 式 (4.2.3) 中 1 二 1, 得 单位 
力 冲 量 。 

假设 所 考察 系统 的 静 平衡 状态 是 渐 近 稳定 的 , 即 原来 处 于 蔡 
平 衡 状态 的 系统 ,在 受到 一 个 冲击 后 ,进入 运动 状态 ,但 随 着 时 间 
的 推移 ,又 会 渐 近 地 恢复 到 静 平 衡 状 态 .原来 处 于 静止 状态 的 系 
统 ,对 应 于 在 1 = 0 时 作用 的 单位 力 冲 量 所 产生 的 瞬 态 啊 详 At)， 
称 为 脉冲 响应 函数 ,由 于 我 们 已 假设 系统 在 冲 量 作 用 之 前 是 静止 
的 ;所 以 当 t 过 0 时 ,有 有 h(t) = 二 0， 

例 4.2.1 试 求 1 自由 度 线性 系统 在 亚 临 界 阻 尼 情 形 下 的 脉 


冲 啊 应 函数 ， 

解 ” 这 时 ,系统 的 运动 微分 方程 可 表示 为 

z mx 二 + cr kr = 6() (a) 
初始 条 件 设 为 


(0_)=x(0_ )=0 z 
对 式 (a) 两 端 乘 以 di, 并 从 0. 到 0. 进行 积分 ,可 得 


加 (mz 十 cz 十 kr)dt 二 | ‘8d | Cb) 
0 0 


一 一 


考虑 到 在 趋 于 零 的 时 间 间 隔 内 ,系统 的 位 移 x 还 来 不 及 发 生变 化 ， 
故 上 式 左 端 各 项 的 积分 分 别 为 


0 - 0+ . (0+ . 
| mxdi = | mdzx 一 mz| 一 mxr(0.,) 
0 0 0_ 


5 0+ 9 
| crdt 一 | cd = cx 一 0 
) oO 0 
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0 
| “prdt 一 0 
0 _ 


将 以 上 结果 代入 式 (5), 可 得 


(0.) = 二 
a 


这 就 是 说 , 原 系 统 在 1 = 0 时 作用 一 单位 冲 量 , 其 效果 等 价 于 
产生 了 一 个 初速 度 (0;) 二 二 。 往 后 ,系统 就 进行 自由 衰减 振动 。 
在 亚 临 界 阻尼 情形 ,有 


骨 记 
k 
p = /上 q=pvl—Y 
上 述 系 统 的 脉冲 啊 应 图 数 可 表 不 为 


加 pisingt, tt>0 
h(t) = < mq (4. 2.4) 
0， ft < 0 
在 本 例 中 ,h(z) 的 量 纲 等 于 M 工 ， 

下 面 来 看 如 何 从 脉冲 响应 函数 导出 系统 对 应 于 任意 力 f(z) 
的 非 定 党 响应 . 按 定 义 ,A(b 是 系统 在 零 初 始 条 件 下 ,对 应 于 上 =0 
时 作用 的 单位 冲 量 所 产生 的 啊 应 。 不 难看 到 ,如 采 在 守 三 工作 用 一 
单位 冲 量 , 那 末 系统 的 响应 将 是 

tt) 一 中 (人 一 工 ) 
这 样 ,我 们 可 以 把 任意 力 /1(2) 看 做 一 系列 冲 量 微 元 f(r)dr 之 和 ， 
如 图 4. 2. 1 所 示 。 其 中 (rdr 相当 于 在 ;= 二 + 时 作用 的 一 个 冲 量 微 
元 ,而 系统 对 应 于 它 的 响应 微 元 则 为 
dx = hCG — r)f (rdr 

按 棺 加 原理 ,系统 对 应 于 f(t) 的 总 啊 应 则 为 
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X(t1) = | h(t — rt)f (rdr (4. 2. 5) 


这 一 形式 的 积分 称 为 卷 积 积分 ， 
1f0) 


| 


dr 


图 4.2.1 任意 力 的 分 解 


例 4.2.2 试 求 例 4.2.1 中 的 系统 在 和 零 初 始 条 件 下 对 应 于 任 
意 扰 力 f() 的 响应 。 
解 ” 例 4.2.1 中 已 求 得 该 系统 的 脉冲 啊 应 东 数 hh(7) 为 


h(t) = Ee e ‘tsingt, {>0 
md 


将 它 代 入 式 (4. 2. 5) ,可 得 
X(t) 一 1 zo | /Ve sing(t — tdr (4. 2.6) 


这 一 积分 常 称 为 杜 汉 梅 耳 积分 。, 它 代表 1 自由 度 线性 阻尼 系统 在 
零 初 始 条 件 下 对 应 于 任意 扰 力 f(1) 的 非 定 党 响应 , 它 包 括 了 扰 力 
所 引起 的 自由 振动 以 及 强 迪 振动。 我们 来 看 一 个 特例 ,在 式 
(4.2.6) 中 , 邻 5= 0, f(t) = Focoswt, 这 时 有 
X(t) 一 - | coswrsinp(t — rT)dr 
Fh 


一 5 | sin[ee — pt ptl ~ sinf Cw pr prj}dr 
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Fo fcos|(w— p)r pt 


fo 可 cos| (w+ pt pt| | | 


2mp 太一 凶 Pw | 10 
Fo 四 1 | ] : 
= Fp (coOswt — coOspt) sw 十 方 十 ;| 
_ Fo ] 一 一 
一 元 Te yatCoser cospi), tt>0 


与 3.2 节 中 的 结果 相对 照 , 上 式 等 同 于 式 (3.2. 11) 中 的 最 后 两 项 。 

式 (4. 2.5) 所 示 卷 积 积分 可 写成 几 种 不 同 的 等 价 形式 ,首先 ， 
当 推 导 式 (4.2.5) 时 ,实际 上 考察 的 扰 力 是 f(z)ult), 其 中 (让) 为 
单位 阶 距 了 薄 数 ,也 就 是 说 ,假设 当 1 二 0 时 ,有 f(t) 一 0。 在 这 个 假 
设 下 ,将 式 (4.2.5) 中 积分 下 限 扩 展 到 一 oo 并 不 改变 原来 的 积分 
结果 , 即 可 以 形式 地 写成 


X(t) = | ELAY — T)dr (4.2.7) 


其 次 ,注意 到 h(i 一 如是 系统 对 应 于 在 时 刻 t 作 用 的 单位 冲 量 的 响 
应 。 当 z> 上 时 ,也 就 是 上 一 rz 过 0 时 ,该 冲 量 尚未 作用 ,当然 就 没有 
啊 应 .所 以 有 

h(t— rr)= 0, t < 一 工 
这 样 , 即 使 将 式 (4. 2.7) 中 的 积分 上 限 扩 展 到 ce 也 不 会 改变 积分 
结果 .所 以 , 式 (4. 2.5) 的 第 二 种 改 形 可 写 为 


zr(1) 一 | fh — rdr (4. 2. 8) 
再 其 次 ,对 式 (4. 2.7) 可 进行 如 下 变量 代 换 
1 一 上 一 7 


其 中 6 可 理解 为 冲 量 作 用 时 刻 至 系统 响应 时 刻 之 间 的 时 间 推 移 ， 
这 时 ,积分 下 限 变 为 86 二 2, 上限 变 为 8 二 0, 而 dr 二 一 d9。, 代 入 式 
(4.2.7) 后 ,可 得 


X(t) = | re — 0)h(0)d0 (4. 2.9) 
考虑 到 ,9 二 0 意味 着 啊 应 在 前 而 冲 量 作用 在 后 ,当然 有 
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hi(0) 一 10， < 10 
故 式 (4. 2.9) 又 可 以 等 价 地 改写 成 


rH =| Fe 一 Onc9)d4 (4. 2. 10) 


这 样 , 我 们 得 到 了 与 式 (4. 2.5) 等 价 的 四 种 不 同形 式 : 式 
(4.2.7) 一 《4.2.10) ,一 个 稳定 的 常 参 数 线 性 系统 在 零 初始 条 件 
下 ,对 应 于 任意 扰 力 f(t)au(lzt) 作用 的 非 定 常 响应 可 以 由 上 述 五 种 
形式 的 卷 积 积分 中 任意 一 个 来 表示 ， 

对 于 非 零 初始 条 和 件 下 的 非 定常 啊 应 问题 ,系统 的 总 响应 可 以 
由 上 述 卷 积 积分 再 全 加 上 由 初始 条 件 (x(0) = zo, XxX(0) = zo) 所 
引起 的 日 由 振动 米 表 未 , 妓 加 上 


Xocosgt 十 psing @ Pp 


例 4.2.3 分 析 加 速 通过 共振 区 的 问题 。 z 

解 ” 扰 力 频率 随时 间 变 化 的 情形 在 实践 中 也 是 常 有 的 , 例 
如 ,旋转 机 械 在 启动 过 程 中 加 速 通过 共振 区 的 情形 。 这 时 ,系统 的 
响应 属于 非 定 常 运动 。 

现 考 察 1 自由 度 线 性 系统 在 变频 “ 谐 和 ”力作 用 下 的 啊 应 。 假 
设 系 统 的 运动 微分 方程 可 表示 为 


mz 二 cr kr = f(t) = focos 


其 中 f, 为 常数 力 幅 ,a 为 抗力 相位 的 多 第 加 速度 相应 的 扰 力 相位 
瞬时 角速度 为 


u(t) (a) 


at 


w= at 


设 系统 的 初始 条 件 为 
Xx(0) = 6 二 到， xz(0)=0 


这 时 ,系统 的 非 定常 响应 可 表示 为 
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Cpo 


过 二 | 0CoOsgt 十 hrsingt|e Sp 
0 pln) l < 
十 订 e sing(t 一 au)cos Fau du (b) 
| 


其 中 


yp VP 2 从 
注意 , 式 () 中 的 积分 具有 如 下 形式 
| esin(p w1] 一 Fru Ycos( Fau’:)du 
| (c) 
| ecos(p v1l— Pu)cos( Sau’)du 
这 是 一 类 比较 繁复 的 振荡 型 积分 ,得 借助 于 计算 机 进行 数值 积分 。 
如 今 , 这 在 微机 上 就 能 实现 ,而 在 30 年 代 初 ,刘易斯 山 求 解 这 一 
题 时 ,困难 之 大 可 以 想像 。 但 他 还 是 成 功 地 利用 近似 方法 找到 了 解 
答 ,对 于 不 计 阻 尼 的 情形 ,其 计算 结果 如 图 4.2.2 所 示 , 图 中 给 出 
了 a 取 几 个 不 同 值 时 系统 非 定常 响应 包 络 放大 率 关 /0 随 扰 力 瞬 时 
频 at/p 的 变化 曲线 。 还 给 出 了 对 应 于 a = 二 0. 016p? 的 系统 啊 应 时 
间 历 程 , 为 了 便于 对 照 , 图 中 还 给 出 了 对 应 于 a = 0 情形 下 系统 定 
常 响 应 的 放大 率 曲 线 ,。 从 图 4. 2.2 可 以 看 到 如 下 特点 : 
(1) 随 着 扰 频 加 速度 a 的 增 大 ,响应 包 络 的 最 大 峰值 愈 来 
您 小 ; 
(2) 与 之 同时 ,最 大 峰值 的 出 现时 刻 离 定常 情形 下 的 共振 时 
刻 (at 二 思 ) 愈 来 您 晚 。 
这 个 定性 结论 即使 在 考虑 到 阻尼 影响 时 仍然 是 适用 的 。 对 于 
减速 通过 共振 的 情形 ,定性 地 说 ,会 发 生 类 似 于 图 4. 2.2 中 (相对 
于 zt/p 一 1) 镜 像 对 称 的 情形 , 即 这 时 响应 包 络 放大 率 曲 线 的 最 大 


(D Lewis F M. Vibration during acceleration through a _ critical speed, Trans, 
ASME, 1932, 54:253 


第 四 章 1 自由 度 线 件 系 统 ( 三 ) - - 非 定 常 响应 79 


峰值 将 出 现在 at/p 二 1 的 时 刻 , 而 且 随 减速 愈 快 ,最 大 峰值 愈 小 。 


图 4.2.2 加 速递 过 共振 情形 


4.3 依 里 时 (积分 ) 变换 与 频 域 分 析 


3.5 他 中 提 及 :任何 一 个 满足 所 谓 狄 利克 雷 条 件 的 周期 图 煞 
邦 可 以 展开 为 傅 里 叶 级 数 . 本 节 要 介绍 的 是 :任何 一 个 满足 狄 利 死 
雷 条 件 的 非 周 期 函数 f(z), 知 再 满足 绝对 可 积 条 件 ( 充 分 条 件 )， 
即 


站 fol a8. 
则 f(z) 一定 可 以 表示 为 如 下 健 里 叶 积 分 
f(t) 一 | Foerde (4. 3.2) 
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其 中 
Fo) = | fe md (4. 3.3) 


可 以 把 上 述 定 义 于 整个 上 轴 上 的 非 周 期 困 数 (i:), 看 成 是 周 
期 为 到 的 周期 未 数 当 大 一 ce 时 的 极限 情形 ,如 图 4.3.1 所 示 。 由 此 
启示 我 们 如 和 何 从 傅 里 叶 级 数 演化 出 傅 里 叶 积 分 。 


T/2 


4.3.1 -> co 时 ,向 非 周 期 函数 过 渡 


作为 周期 为 工 的 周期 函数 ,jz) 的 复数 形式 的 傅 里 叶 级 数 可 
表示 为 


f (1) 


| 


2 QT 


且 有 


] fF7/2 
c 三 克 | fOQye "dr 
一 了 了 72 


注意 , 随 着 了 不 断 增 大 ,人 2 将 不 断 变 小 ,不 妨 将 2 记 为 Aw, 而 将 nn82 
记 为 变量 w. 这 时 ,在 上 式 两 端 乘 以 工 , 再 让 了 工 趋 于 无 限 大 ,于 是 有 
lim Te, -== lim | z Fe “dr 
一 | f(DWe “dt FF(w) (4.3. 3) 
且 有 


一 | Vv i (LT 
f(1) = lim 2 (eT )e (地 )( 充 ) 
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二 区 | Flw)e™dw (4. 3.2) 


用 数学 的 语言 来 说 ,f(t) 是 时 间 域 中 的 原 函 数 ,了 (w) 是 它 在 频率 
域 中 的 象 函 数 , 式 (4. 3.3) 实现 从 原 函 数 到 象 函数 的 变换 ,可 记 为 
F(o) = 二 多 [fC)], 而 式 (4.3.2) 实现 从 象 函 数 到 原 唤 数 的 反 变 
换 , 可 记 为 .1[F(w)], 因 而 式 (4.3.2) 与 式 (4. 3.3) 通常 称 为 关 
于 非 周 期 图 数 f() 的 傅 里 叶 变 换 对 。 一 些 和 常用 函数 的 傅 里 叶 变 换 
对 都 已 经 编制 成 表 怀 ,附录 A 中 只 列 了 一 个 十 分 简短 的 傅 里 叶 变 
换 对 表 。 

周期 函数 的 傅 里 时 级 数 展 式 与 非 周 期 图 数 的 傅 里 叶 积 分 表达 
式 质 的 差异 在 于 :前 者 所 对 应 的 是 离散 谱 , 而 后 者 对 应 的 是 连续 
谱 . 上 一 节 中 提 到 的 6 也 数 在 健 里 叶 变 换 中 具有 重要 作用 , 它 可 以 
有 效 地 扩展 傅 里 叶 变 换 的 适用 范围 ,特别 是 可 以 将 谐 和 晒 数 及 周 
期 函数 的 全 里 叶 变 换 用 人 函数 及 其 系列 表示 出 来 ,附录 人 A 中 指出 : 
复 谐 和 子 数 的 傅 里 叶 变 换 可 表示 为 


Files |= 2rx6(w CO— 01) (4. 3.4) 
于 是 ,周期 图 数 f (1) 的 傅 里 时 变换 可 表示 为 
[f(t)|= 2r > cv6(w 一 nf) (4. 3.5) 


这 里 ,周期 函数 所 对 应 的 离散 谱 性 质 由 9 函数 系列 来 刻画 。 
例 4.3.1 试 求 2 函数 的 传 里 叶 杰 换 ， 
解 按 定 义 , 有 
多 10) 一 | ee wd 
=e =] 
这 说 明 时 域 中 单位 冲 量 对 应 于 频 域 中 单位 幅度 均匀 分 布 谱 密 上 度 。 
例 4.3.2 试 求 图 4.3.2(a) 所 示 算 形 男 数 的 傅 里 叶 变 换 。 


中 祝 同 江 编 . 工程 数学 积分 变换 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1991 
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解 ” 图 4.3.2(a) 所 示 符 形 丽 数 可 表 丰 为 
A,， tl 过 了 
1 = lo. zt 二 了 
按 定义 ,有 
F[f WJ]= Fo 一 | Ae di 


sinwi 


wl 
它 可 表示 为 如 图 4. 3. 2(0) 所 示 。 函 数 22 尖 - 常 称 为 采样 函数 。 由 图 


1 
-一 24| coswtd; = 247 。 
0 


4. 3.2(6) 可 以 看 出 F(w) 的 主要 部 分 落 在 0 过 1w| 声 示 的 范围 内 。 


当 脉 冲 宽度 了 变 罕 时 ,这 个 频率 范围 就 要 扩展 , 即 天 (ww) 曲线 将 较 
平缓。 


图 4.3.2 惩 形 脉冲 及 其 傅 里 叶 人 上 代 换 


以 上 两 例 的 分 析 结 果 对 于 振动 试验 有 重要 启示 .物理 上 如 能 
实现 瞬时 力 冲 量 , 当然 是 最 理想 的 激 振 手 段 , 这 样 就 可 以 在 整个 频 
率 域 上 对 系统 进行 均匀 激发 ,但 实际 上 这 是 办 不 到 的 ,工程 上 常用 
的 锤 击 试验 模 态 分 析 中 , 锤 击 只 能 形成 短暂 时 间 内 的 一 个 冲击 作 
用 , 它 所 对 应 的 频谱 虽然 比较 宽 , 但 为 非 均 匀 分 布 的 ,通常 只 能 在 
特定 频率 范围 内 保持 一 定 的 平坦 度 。 

例 4.3.3 试 求 f() 一 ea>0 的 传 里 时 变换 。 
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解 ” 按 定义 ,有 
FI/ = | ee wd 


LL 站 
一 | e “edr + | ecwe “dz 
0 es, 


] 0 
十 eI 


0 w 一 ]}w 


1 eatio)t | 
— QO— jw 


] l Za 


re 一 


a 二 Jw aa 一 Jo Qow 

在 系统 动力 学 的 时 域 分 析 与 频 域 分 析 之 则 , 健 里 叶 变 换 起 看 
桥梁 作用 ,将 时 域 的 分 析 结 果 变 换 成 频 域 的 分 析 结 果 , 坷 要 用 到 健 
里 叶 变 换 的 一 个 卷 积 定理 ( 见 附 录 Ay)。 

时 域 卷 积 定 理 ; 两 个 时 域 国 数 的 卷 积 的 傅 里 叶 变 换 等 于 各 个 
时 域 图 数 的 傅 里 叶 变 换 的 乘积 .也 就 是 说 ,假设 (1) 与 yQ() 的 傅 
里 叶 变 换 分 别 为 X(o) 与 了 (co) , 则 有 

多 [| xzoDydt ndr]= XY(w) (4.3.6) 

上 节 中 用 脉冲 响应 法 已 导出 系统 在 任意 激励 1(2) 作用 下 的 

非 定 和 常 啊 应 x(t) 可 表示 为 式 (4. 2.8) 所 示 卷 积 积 分 


x(t) 一 | ACSLAY — r)dr 


式 中 ,h(t) 代表 系统 的 脉冲 啊 应 图 数 ,由 于 所 考察 的 系统 已 假设 为 
渐 近 稳定 的 ,这 就 保证 Ai) 满足 绝对 可 积 条 件 , 因 而 h(z) 的 傅 里 
叶 变 换 存 在 , 记 为 


H(w) 一 | h(t)e drt (4. 3.7) 
再 设 任意 激励 1 (2) 的 健 里 叶 变 换 存 在 ,并 记 为 
F(w) = | Jf (te “dt (4. 3.8) 


利用 上 述 卷 积 定理 , 式 (4.2.8) 所 表示 的 时 域 分 析 结 果 就 可 
以 转化 为 如 下 频 域 分 析 结 条 
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X(w) 二 | zlDe wdt = H()F(o) (4.3.9) 


这 一 结果 以 其 形式 简洁 著称 ,和 且 在 试验 模 态 分 析 与 随机 振动 分 析 
中 均 有 重要 作用 。 
这 里 ,五 (w) 定义 为 脉冲 啊 应 函数 的 傅 时 叶 变 换 , 实际 上 
H(w) 也 就 是 3.4 节 中 通过 另 一 种 方式 定义 的 系统 频率 啊 应 特性 。 
事实 上 ,在 定常 谐 和 响应 分 析 中 ,激励 可 表示 为 f(t) = Foe”™， 
其 中 力 幅 下 ,为 实 常 数 , 人 2 可 以 在 整个 w 轴 上 流动 取 值 ;市 啊 应 可 表 
示 为 z(t) 二 Xone*, 其 中 Xs 为 复数 振幅 , 它 随 2 的 取 什 而 定 , 这 
时 ,x(z) 与 f(z) 的 健 里 叶 变 换 可 分 别 表示 为 
X(w) = 2TfXIOO(w — (2) 
Flw) = 2nF 0(w — {2) 
将 它们 代入 式 (4. 3. 9), 可 得 


X 
H(w) | wu-n -一 
0 


可 见 , 本 节 定 义 的 五 (w) 与 3.4 节 中 定义 的 频率 响应 函数 是 完全 
一 致 的 ,由 此 可 得 出 结论 :系统 的 频率 响应 函数 与 脉冲 响应 函数 互 
为 傅 里 叶 变 换 对 

H(w) = | ht)e feb 


(4. 3. 10) 
AD) 一 元 H(w)e”dw 
AN) 


4.4 拉 兽 拉 斯 变换 法 


4. 4.1 方法 简介 


拉 普 拉 斯 变换 法 广泛 采用 于 线性 系统 分 析 ,特别 是 用 来 钱 究 
系统 的 非 定常 过 程 . 这 一 方法 的 要 旨 在 于 :由 党 系数 线性 前 敏 分 方 
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eo 


程 以 及 相应 初始 条 件 所 表述 的 初 值 问 题 ,通过 拉 普 拉 斯 变换 ,可 以 
转化 为 复数 域 的 代数 问题 。 在 得 出 响应 的 变换 ( 象 函 数 ) 的 代数 表 
示 式 后 ,再 通过 反 变换 , 即 可 求 出 响应 的 时 间 丽 数 ( 原 函 数 )。 对 于 
工程 上 常见 的 一 些 典型 函数 的 拉 普 拉 斯 变换 ,都 已 经 编制 成 表 ,所 
以 这 一 方法 的 求解 过 程 也 就 公式 化 了 .附录 B 提供 了 有 关 拉 普 拉 
斯 变换 的 必要 基础 知识 以 及 一 个 简短 的 拉 普 拉 斯 变换 对 表 。 正 文 
只 简单 介绍 如 何 用 这 一 方法 来 研究 系统 的 非 定 常 响应 。 
设 1 自由 度 线性 系统 的 运动 微分 方程 可 表示 为 


mx 二 cr 二 kr= 大 (4. 4.1) 
相应 初始 条 件 可 表示 为 
r=7(0), X= .70), t=0 (4. 4. 2) 


这 就 是 以 微分 方程 形式 表述 的 初 值 问题 。 
对 于 定义 于 上 全 0 的 时 间 困 数 zxGt), 它 的 拉 普 拉 斯 变换 记 为 
XX(5) 或 和 区 x( 六 ， 并 定义 为 如 下 定 积分 


X() = Ls) = | ez (4. 4. 34) 
0 。 


其 中 * 一 般 为 复数 , 称 为 辅助 变量 。 图 数 e “ 称 为 变换 的 核 . 玻 换 式 
(4. 4. 34) 是 以 ;为 参数 而 以 1 为 积分 变量 的 定 积 分 ,所 以 得 到 的 是 
s 的 商 数 ， 
在 求解 z(t) 的 微分 方程 时 ,不 仅 要 用 到 x(t) 的 拉 普 拉 斯 变 
换 , 而且 要 用 到 z() 的 导数 的 拉 普 拉 斯 变换 .利用 分 部 积分 ,并 考 
虑 到 初始 条 件 (4.4. 2) ,不 难 找到 zt) 的 拉 普 拉 斯 变换 为 
XT(1) 一 | (dt 


te 


rt) | + | ez (2)dt 
一 SA(S) -— TX(0) (4. 4. 4) 
类 似 地 ,可 得 
X(t) = | ed 
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一 5S2X(S) 一 Sz(0) — x(0) (4. 4,5) 
至 于 激励 1 (2) 的 拉 普 拉 斯 变换 可 表示 为 
F(s) = | ef (4. 4. 6) 


现在 对 方程 (4., 4.1) 的 两 端 ,都 进行 上 述 拉 普 拉 斯 变换 ,可 得 
m{s:X(s) — sr(0) — x(0)} + c{(sX(s) 
一 X(0)} 十 kX(s) = Ft(s) 
整理 后 得 
(ms: 二 cs kXG) = FG) + mr0) + Cms + cr0) 
(4. 4.7) 
引入 如 下 特征 多 项 式 
D(s) 三 ms 二 ck=m(s 十 24p 十 户 ) (4.4.8) 
由 式 (4. 4.7) 可 得 系统 响应 的 拉 普 拉 斯 变换 
Fls) | mz(0) 十 ns + c)x(0) 


X(s) = ey + Pe (4. 4. 9) 
上 式 右 端 第 一 项 与 初始 条 件 无 关 . 如 系统 初始 条 件 为 
r=X=0, t=0 
则 有 
X(s) = ys (4. 4.10) 
FCs) 


所 以 ey ) 为 零 初 始 条 件 下 系统 响应 的 拉 普 拉 斯 变换 。 函数 7 
在 控制 理论 中 称 为 传递 函数 .如 果 把 激励 1() 看 做 系统 的 输入 ， 
把 零 初 始 条 件 下 的 响应 zG) 看 做 系统 的 输出 , 那 末 传递 函数 的 物 
理 意义 就 是 输出 的 拉 普 拉 斯 变换 与 输入 的 拉 普 拉 斯 变换 之 比 ,可 
以 看 到 ,在 式 (4.4.8) 中 , 令 s 二 Jw, 那 未 DOw) 就 是 3.4 市 中 提 到 
的 动 刚度 ,而 万 Ciay 就 是 相应 的 动 柔 度 , 即 系统 的 位 移 频率 特性 
Hu(w)., 

问 到 一 般 非 零 初始 条 件 下 的 系统 啊 应 Xx(2), 它 的 拉 普 拉 斯 变 
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换 羡 (s) 由 式 (4.4.9) 表示 ,对 这 一 XX() 求 拉 普 拉 斯 反 变 换 , 即 得 
响应 zt) , 即 


tt) = 一 c 人 () (4.4.11) 
义 (s) 的 拉 普 拉 斯 反 变 换 定义 为 如 下 定 积分 
7 + je 
T(t) 一 | eX{s)dr (4. 4. 35) 
2 7 一 jee 


其 中 7 为 一 实数 , 它 大 于 关 (s) 所 有 奇 点 的 实 部 ,在 具体 计算 时 ,可 
按 XX(s) 的 特点 选取 适当 的 积分 路 线 ,在 许多 情况 下 ,这 一 积分 可 
以 用 s 复 平面 内 的 围 线 积分 来 代替 ,利用 著名 的 留 数 定理 可 以 方 
便 地 得 出 这 一 积分 ,从 应 用 的 目的 来 说 ,只 要 学 会 查 表 就 行 了 ,由 
式 (4.4. 3a) 与 (4. 4. 356) 定义 的 拉 普 拉 斯 变换 与 拉 普 拉 斯 反 变 换 ， 
常 称 为 拉 普 拉 斯 变换 对 。 附 录 B 列 出 了 工程 上 常用 的 一 些 拉 普 拉 
斯 变换 对 .为 了 将 XC(s) 化 成 表 中 列 出 的 一 些 函 数 形式 , 通 第 采用 
部 分 分 式 法 ( 见 例 4. 4.5)。 下 面 我 们 分 别 来 求 无 阻尼 的 1 自由 度 线 
性 系统 对 一 些 和 典型 激励 的 啊 应 。 


4.4.2 ”系统 对 典型 冲击 激励 的 用 应 


在 不 计 阻 尼 的 情形 下 ,1 自由 度 线性 系统 的 运动 微分 方程 可 
表示 为 
mr + kr = Ff(t) 
其 中 Ff 为 激励 的 最 大 幅 值 ,f(t) 为 最 大 幅 值 等 于 1 的 时 间 函 数 。 
引 和 人 人 记号 


fo 
p’ 一 2 入 0 一 EE 
则 上 述 方程 可 号 为 
t+ px 一 Xp f(t) (4. 4. 12) 
再 设 初始 条 件 为 


T=Xx, 一 zt 一 0 (4, 4. 13) 
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一 


这 时 ,系统 的 特征 函数 为 
D(s)=s Tp 
应 于 初始 条 件 (4. 4.13), 系 统 响 应 的 拉 普 拉 斯 变换 为 
入 0 力 -天 (3S) SX 十 To 


扩 (《3) pi sp (4. 4.14) 
下 面 分 别 考察 几 种 典型 激励 情形 下 的 啊 应 。 
例 4.4.1 阶 雅 激励 情形 。 
解 。 阶 跃 水 数 定义 为 ( 见 图 4. 4.1) 
f(0)=1, tt 之 0 
它 的 拉 普 拉 斯 变换 为 ( 见 走 4/ 中 
B.3 序 号 2) 
PCD) = 一 ! 
由 式 (4. 4. 14) ,得 0 { 
Xp 
(9) = i 7) 图 4. 4.1 ” 阶 路 激励 
szo 十 0 
十 sp“ 
上 式 的 拉 普 拉 斯 反 变 换 可 写成 
-1 —— 2 1 | 
A FAP Tp 二 
A- 1 1 l 
tT eo Ee + (x | 


由 表 B. 3 序号 11.6.7 可 查 得 
x(t) = Xl CO— cospt) + rocospt 十 Zsinpt 
对 应 于 零 初 始 条 件 ,有 
T(t) = Xoll — cospt) 


可 见 ,在 阶 牙 激 励 下 x(t) 的 最 大 值 为 ras 二 2X。。 
例 4. 4.2 斜坡 阶 牙 激 励 情形 。 
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解 和 斜坡 阶 牙 函数 定义 为 ( 见 图 4. 4. 2) 


ro 全 SS 


],， tit>T 
这 一 中 数 也 可 以 看 成 是 两 个 斜坡 孙 数 的 符 加 ,其 中 一 个 汶 从 :二 0 


开始 作用 的 、 斜 率 为 = 的 斜坡 升 函数 ; 另 一 个 为 从 ! = 开始 作用 
的 、 斜 率 为 一 二 的 侠 坡 降 函 数 。 故 /(1) 又 可 表示 为 


一 、 0 甩 . 上 所 7 
f(t) 一 


由 表 B. 3 序号 3, 有 
tT 


1 
TC 5 
由 拉 普 拉 斯 变换 的 时 移 公 式 ( 见 表 B.2 序号 2) ,有 


故 有 


图 4. 4.2 斜坡 阶 牙 激 励 
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对 应 于 零 初始 条 件 ,系统 响应 为 
Xop’ 


X(t) = op | | 1 FT ea 
EE 上 一 一 一 一 4 
S (3 十 户 ) IE 
上 >Tt 
由 表 B. 3 序号 12 及 时 移 公 式 , 有 


0 


入 . 
—(pt— sinpt), 0 达 tr 


X(t) 一 
pr {Pt — sinpt) — [p(t—r) ~— snp(t — rr) I),t>r 
化 衡 得 
X,| 一 一 Lsinpt ， 0 三 1 世 工 
工 pt 
X(t) 一 


Xx, 1 十 psinplt 一 z) 一 Desinpt |} st p> 
例 4.4.3 和 矩形 脉冲 激励 情形 。 


f 0) 


7 上 
图 4.4.3 和 拖 形 脉冲 激励 


解 。” 短 形 脉冲 函数 定义 为 ( 见 图 4.4. 3) 
1， 0 所 上 所 T 
0， tT 
它 又 可 看 做 t= 二 0 时 作用 的 阶 跃 函数 与 1 二 + 时 作用 的 阶 工 肾 数 二 
者 之 差 .这样 , 它 的 拉 普 拉 斯 变换 可 表示 为 


f(t) 一 
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F(s) -= 


一 一 一 一 CT 


* ] 


对 应 于 零 初 始 条 件 , 系 统 啊 应 为 
Xp “2 | 


Lo | 


< 上 所 


] | 
SC 十 加 


:or | ! |- 加 | e | 
op I” [二 ~ SC + p°) "7 
查 表 B. 3 序号 11 与 表 B. 2 序号 2, 化 简 后 有 
Xo(l CO— cospt), 0iRT 
Ti) 一 
Xulcosp( — rr) — cospt|, tr 
例 4.4.4 三 角形 脉冲 激励 情形 . 


T(t) 一 


1 0) 
| 


0 - 
图 4.4.4 三 角形 脉冲 激励 


解 。” 前 沿 铅 垂 的 三 角形 脉冲 淆 数 定 义 为 ( 见 图 4. 4. 4) 


I 
加 0 三 1 芝 
jy! T lt 
0， tT 


它 又 可 看 做 阶 跃 函数 与 斜坡 阶 牙 函 数 之 差 。 所 以 ,系统 的 啊 应 也 就 
是 相应 啊 应 之 差 。 对 应 于 零 初 始 条 件 , 有 
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XX, ] COSpi TT 
X(t) 一 


Xo Sisin cosp| 上 一 5 一 cospt | ! >rt 


例 4.4.5 半 正 弦 脉 冲 激励 情形 ， 


1 — ssinpt| |， 0 委 工 所 7 


ft) 


一 —— t 


0 tT 


图 4.4.5 半 正 弦 脉 冲 激励 


解 半 正 蓄 脉 冲 顺 数 可 表示 为 ( 见 图 4.4. 5) 


， Xi 
sin 一 ， 0 和 过 上 所 T 
ho- 和 


[a 


0 ， t > T 
它 又 可 看 做 在 t = 二 0 时 开始 作用 的 周期 为 2r 的 正弦 函数 与 在 上 一 
z 时 开始 作用 的 同样 的 正弦 函数 之 和 .所 以 , 它 的 拉 普 拉 斯 变换 可 
表示 为 


Tt ] 
一 7， 0 三 上 入 工 
Cc 2 T 
9 十 一 
Tt 
FF(s)= 
© 
Tt 二 一 一 一 一 ~ 
2 2 
一 一 区 nT’ |, fT 
c 5 十 二 十 二 


对 应 于 零 初 始 条 件 ,系统 啊 应 可 表示 为 


第 四 章 1 自由 度 线 性 系统 (三 )- .- 非 定常 响应 
nNXop” 1 
-和 ;|， 0 和 过 上 所 T 
2 十 5 ss 十 p 人 
T(t) -一 To 户 | ] 
2 上 十 户 
+ | :> 
可 2 2 2 
4 十 --， 3 十 记 
0 
注意 到 
] ] 加 ] 1 } 
7? 2 十 户 ? 7? 02 十 - 7? 
Tr + | 产 一 去 
查 表 有 .3 序号 7 及 表 了 .2 序号 2, 有 
Nr T 
AX,p psin 一 | 一 snpt 
- np | ,x , OtAT 
TT 
psin| | 一 一 Sln pt 
(1) 一 TAI | T 
T np 工 
7 了 | 
psin (1 — 7) — Tsinplt — 7) 
十 / 
Tp ] 一 五 | 
r 7 


化 傈 可 得 
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X(t) = 


式 中 了 一 全 是 系统 的 固有 振动 周期 。 


4.5 冲击 响应 谱 


关于 系统 对 突 发 性 冲击 作用 下 的 啊 应 问题 ,人 们 关注 的 是 啊 
应 中 达到 的 最 大 值 。 系统 对 应 冲击 作用 的 响应 ,在 冲击 作用 结束 前 
后 有 不 同 的 规律 ,可 划分 为 前 响应 与 后 响应 两 个 阶段 ,前 啊 应 指 冲 
击 作 用 期 间 的 响应 ,后 响应 指 冲 击 结 束 后 的 啊 应 。 系 统 冲 击 啊 应 的 
最 大 值 究竟 发 生 在 前 响应 阶段 ,还 是 在 后 啊 应 阶段 , 随 冲 击 作 用 时 
间 的 长 得 以 及 系统 固有 周期 的 大 小 而 异 。 由 于 系统 在 冲击 作用 下 
往往 很 快 就 达到 最 大 响应 值 ,这 时 ,阻尼 还 来 不 及 耗 散 大 量 机 械 
能 ;所 以 ,在 这 类 问题 的 讨论 中 通常 不 考虑 阻尼 的 影响 ， 

为 了 描述 系统 中 冲击 应 用 的 特征 ,通常 取 系 统 无 量 纲 啊 应 最 
大 值 为 纵 坐 标 , 取 冲击 作用 时 间 与 系统 加 有 周期 之 比 这 一 无 量 网 
参数 作为 横 坐 标 ,由 此 画 出 的 图 线 称 为 冲击 响应 谱 。. 工 程 上 在 设计 
承受 冲击 载荷 的 设备 ,或 拟订 相应 的 环境 模拟 试验 条 件 时 ,常用 它 
作 参 考 。 

各 类 不 同形 式 的 冲击 作用 所 对 应 的 冲击 啊 应 谱 各 不 相同 。 本 
节 只 举 简 例 说 明 绘 制 冲击 响应 谱 的 一 般 步 又. 关于 各 类 不 同 冲击 
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响应 谱 的 详尽 介绍 ,请 参阅 有 关 振 动手 册 山 。 
例 4.5.1 求 对 应 于 图 4.4. 3 所 示 和 矩形 脉冲 激励 的 响应 谱 。 
解 1 目 由 度 无 阻尼 振 系 对 上 述 第 形 脉冲 激励 的 响应 ,在 例 
4. 4. 3 中 已 求 得 为 


r= Xl mcospt), 0Zir (a) 
t= Xlcosp(t — rt)— cospt|, tr (bp) 

先 考 察 上 和 z 的 情形 ,由 式 (c) 有 
T= Xpsinpt (ce) 
可 见 , 当 pt 二 x 时 ,有 Xx 这 0, 即 z 尚 未 达 最 大 值 ; 当 pt = 二 时 , 即 
:一世 让 
牙 激 励 下 可 达到 的 最 大 啊 应 .这 样 , 只 要 脉冲 终了 时 刻 = 二 , 系 


统 的 最 大 咽 应 为 常 值 2X,。 


在 + 一 帮 的 情形 下 ,系统 最 大 响应 将 小 于 2X。, 而 且 从 前 面 的 
讨论 可 知 , 这 时 ,zmsx 不 出 现在 前 响应 阶段 ,而 将 出 现在 后 啊 应 阶 
段 , 即 t 汪 tt 时。 因此 , 须 从 式 (6) 求 zmx。 对 式 (2) 求 导 数 , 有 

r= Xplsinpt — sinp(t — 7)| 
邻 工 二 0, 可 得 与 zmox 对 应 的 16x 满足 
sinptnax = SINp (tnax — T) 


由 此 得 
T pT z 
plmax 一 9 十 2 (d) 
将 式 (d) 代入 式 (5), 可 得 
Xmnax pr | TT ,2r 
叉 ， 一 cos| 广 一 分 COS 证 > 


Q) C.M. 哈里 斯 ,C.E. 克 瑞 德 主 编 . 冲击 与 振动 手册 (第 二 版 ). 众 师 译 , 北 京 ; 科 
学 出 版 社 ， 1990 
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oun PT op TT 
— 2S1n 2 2S1n 三 (e) 
这 样 , 对 和 矩形 脉冲 的 啊 应 谱 为 
max [a T ] 
ax 一 - 一 ~ < 一 一 了 
冯 一 2sp 天 ，0 态 元 们 了 
| (7 ) 
A max 2 区 入 
pi 入 元 
如 图 4. 5.1 所 示 。 
| 了 Im /Xo 


| 
| 
| 
0 1/6 1/2 T7 7 


图 4.5.1 对 和 矩形 脉冲 激励 的 啊 应 谱 


例 4.5.2 求 对 应 于 图 4. 4.2 所 示 斜 坡 阶 路 激励 的 响应 谱 。 
解 1 自由 度 无 阻尼 振 系 对 上 述 斜 坡 踊跃 激励 的 啊 应 ,在 例 
4. 4. 2 中 已 求 得 为 
{ sin pt 


r= Xo 


r pr | 0 达 1 达 工 (gg) 


+ = Xo 十 Sinplt —7) 一 Desinpt |， tT (A) 
从 上 列 二 式 可 见 ,xmx 总 是 出 现在 1 之 rt 时 ,因此 ,只 须 考虑 式 
( 玉 ) 。 对 它 求 导 数 后 , 令 x 二 0, 可 得 
COsp (tmax — T) 一 COSP 记 inax 


从 而 有 
Pl max 一 所 十 A (71) 
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可 见 Plmax 之 ru 将 式 () 代入 式 () , 有 


全 =1+ 


如 图 4. 5.2 所 示 ，。 


.rmaxy io 


| 4 5 2 


2 
pT 


. AT 
SI 5 


1 


sin 全 | 一 1 二 + 去 
2 nT 


对 斜坡 阶 牙 激励 的 啊 应 谱 


号 7 


第 五 章 多 自由 度 线性 系统 的 振动 


uk 


5.] 引 


多 自由 度 系 统 指 的 是 具有 有 限 个 自由 度 的 振动 系统 。 许 多 工 
程 振动 系统 都 可 简化 为 这 一 模型 ,即使 弹性 体系 统 ( 也 称 连 续 系 统 
或 分 布 参数 系统 ), 经 过 适当 离散 化 后 ,也 可 以 近似 地 表示 为 多 自 
由 度 系 统 。 所 以 ,多 自由 度 系统 振动 的 理论 是 解决 工程 振动 问题 的 
基础 。 

1 自由 度 系 统 的 振动 分 析 是 多 自由 度 系 统 振动 分 析 的 基础 ， 
在 1 自由 度 系 统 振动 分 析 中 已 经 形成 的 一 些 重要 基本 概念 和 分 析 
结果 ,只 需 稍 加 引申 即 可 适用 于 多 自由 度 系统 。 

在 1 自由 度 线 性 系统 的 振动 分 析 中 ,无 论 是 时 域 分 析 , 还 是 频 
域 分 析 ,都 是 以 琶 加 原理 作为 基础 的 .多 自由 度 线性 系统 的 振动 分 
析 仍 是 如 此 。 

1 自由 度 系 统 与 多 自由 度 系 统 总 称 集中 参数 系统 (也 称 离 散 
系统 ) ,一般 说 来 ,一 个 n 自由 度 系 统 , 它 的 位 形 可 以 用 n 个 独立 兴 
标 来 描述 ,而 其 运动 规律 通常 可 由 个 二 阶 常 微 分 方程 来 确定 。 

可 以 这 样 说 ,多 自由 度 线性 系统 振动 分 析 中 唯一 新 增加 的 重 
要 基本 概念 是 模 态 这 一 概念 。 

模 态 (也 称 国 有 振动 模 态 ,或 主 模 态 ) 是 多 自由 度 线性 系统 的 
一 种 固有 属性 ,可 由 系统 的 特征 值 ( 也 称 固 有 值 ) 与 特征 矢量 (也 称 
固有 矢量 ,或 主 振 型 ) 二 者 共同 来 表示 ;它们 分 别 从 时 空 两 个 方面 
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ee 


来 刻画 系统 的 振动 特性 。 分 析 表 明 , 多 自由 上 度 线 性 系统 的 振动 (不 
论 古 目 由 振动 ,还 是 强迫 振动 ) 都 可 以 由 各 个 模 态 振动 王 加 而 成 。 

分 析 表 明 ,一 方面 ,系统 特征 值 确 定 了 各 个 模 态 振动 的 加 有 频 
率 导 阻尼 率 , 从 而 也 就 确定 了 模 态 脉冲 响应 函数 以 及 模 态 频率 响 
应 蜗 数 。 这 些 正 是 决定 模 态 运动 时 间 历 程 的 主要 因素 (内 因 )。 男 
一 方面 ,系统 特征 矢量 规定 了 一 种 空间 模式 , 它 确定 在 模 态 运动 中 
各 个 位 移 分 量 之 间 的 相对 振幅 写 相 位 ,由 此 可 见 , 每 个 特征 值 与 相 
应 的 特征 天 量 构成 一 个 特征 对 ,由 它 来 刻画 相应 模 态 运动 的 时 空 
动态 特性 。 

在 振动 分 析 中 , 随 者 系统 自由 度数 的 增 大 ,计算 工作 愈益 索 
复 。 志 阵 既 可 以 为 多 变量 问题 手 供 簿 洁 而 又 物理 概念 清晰 的 表示 
方式 ,同时 又 可 以 为 解 题 提 供 系 统 而 又 规则 的 算法 :所 以 ,和 矩阵 是 
分 析 多 自由 度 系统 振动 问题 的 有 力 工具 。 和 多 自由 度 振 动 系统 的 特 
征 值 问题 通常 归结 为 矩阵 特征 值 问题 , 它 是 多 自由 度 系 统 振动 分 
析 的 重点 之 一 。 

1 自由 度 系 统 基本 上 是 单 输 入 / 单 输出 系统 ,只 需要 单个 脉冲 
响应 函数 或 频率 响应 国 数 就 足以 描述 其 动态 特性 。 而 多 目 巾 度 系 
统 本 质 上 是 多 输入 /多 输出 系统 ,因此 需要 用 脉冲 啊 应 函数 和 矩阵 或 
频率 啊 应 函数 矩阵 来 描述 它 的 全 部 动态 啊 应 特性 。 这 些 动态 特性 
矩阵 既 可 以 从 系统 本 里 直 接 得 出 ;也 可 以 通过 模 态 分 析 , 由 各 个 模 
态 的 动态 啊 应 特性 得 出 。 

本 章 所 考察 的 系统 限于 常 参数 线性 系统 。 币 参数 ( 即 非 时 变 、 
系统 是 指导 系统 本 身 的 特性 (例如 质量 .阻尼 .刚度 ,或 模 态 参数 
等 ) 不 随时 间 变 化 的 情形 。 线性 系统 是 指 合 加 原理 适用 的 情形 。 线 
性 系统 的 这 一 假设 为 振动 分 析 融 来 极 大 的 方便 。 

我 们 在 上 一 章 已 经 看 到 ,基于 个 加 原理 ,可 以 将 一 个 任意 的 油 
励 分 划 成 一 系列 冲 量 微 元 之 和 ,分 别 求 出 系统 对 每 个 冲 量 微 元 的 
响应 ,再 全 加 后 得 到 系统 总 的 啊 应 。 
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基于 蕉 加 原理 ,也 可 以 将 一 个 任意 的 激励 用 仁 里 叶 分 析 展 开 
为 一 系列 谐 和 分 量 之 和 ,分别 求 出 系统 对 每 个 谐 和 分 量 的 啊 应 ,再 
登 如 后 得 到 系统 总 的 啊 应 。 

同样 还 是 基于 屋 加 原理 ,一 个 多 自由 度 系 统 的 运动 ,可 以 通过 
所 谓 模 态 变换 ,分 解 为 若干 个 独立 的 模 态 运动 ,其 中 每 个 模 态 运动 
相当 于 一 个 1 自由 上 度 系 统 的 运动 ,因此 ,可 以 方便 地 分 别 求 出 各 个 
模 态 运动 ,再 琶 加 后 得 到 系统 总 的 运动 .这 就 是 系统 动力 啊 应 分 析 
中 的 模 态 分 析 法 ,也 是 本 章 的 重点 所 在 。 

此 外 ,本 章 还 将 对 系统 的 特征 值 问题 (包括 半 定 系统 的 特征 值 
问题 ) 及 特征 值 与 特征 天 量 的 摄 动 问 题 展 开通 当 讨 论 , 并 介绍 工程 
振动 问题 中 常用 的 一 些 分 析 方 法 。 


5.2 系统 振动 微分 方程 的 一 般 形式 


在 讨论 1 自由 度 系统 的 振动 时 ,我 们 基本 上 是 从 牛顿 定律 出 
发 来 导出 系统 的 运动 微分 方程 的 .对 于 多 自由 度 系 统 , 如 果 还 采用 
这 种 方法 ,一 般 都 是 要 取 分 离 体 ,分 别 列 出 各 个 分 离 体 的 运动 微分 
方程 。 这 就 必须 考虑 各 个 分 离 体 之 间 的 相互 作用 。 同时 ,在 受 约束 
的 系统 中 ,还 必须 考虑 约束 的 作用 ,因而 在 考察 复杂 的 振动 系统 
时 ,这 种 方法 有 时 会 带 来 一 些 不 必要 的 麻烦 。 

另 一 种 方法 , 即 分 析 力 学 的 方法 ,是 从 系统 总 体 出 发 来 列 运动 
方程 的 。 它 一 般 采 用 广义 坐标 来 确定 系统 的 位 置 , 用 动能 与 功 这 样 
一 些 纯 量 来 描述 系统 的 运动 量 与 相互 作用 ,并 用 拉 格 朗 日 方程 或 
者 与 之 等 价 的 一 些 变 分 原理 来 描述 系统 的 运动 规律 。 对 于 复杂 系 
统 来 说 ,这 一 方法 有 很 大 的 优越 性 。 

本 节 和 将 不 加 推导 地 引出 拉 格 朗 日 方程 ,并 用 它 来 列 写 微 振动 
情形 下 的 系统 运动 微分 方程 。 
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$.2.1 拉 格 明日 方程 


设 有 质量 为 mG = 二 ],…, 入 ) 的 入 个 质量 组 成 的 系统 ,作用 
有 /个 完整 的 理想 约束 , 故 系 统 自由 度数 为 n 二 3 入 一 才 ,因而 ,系统 
中 各 个 质点 的 和 拓 径 7x; 都 可 以 表示 为 n 个 三 义 坐 标 gq;(] 二 1，……* ,1) 
与 时 间 1 的 函数 , 即 有 


7;, = rr(g， 1 ) ， ! 一 ]，，…，77 (5. 2.1) 
而 系统 的 动能 KE; 可 表示 为 
bt = >》, pi “r= E(g, 9,1) (5. 2. 2) 
这 时 ,广义 坐标 形式 和 下 的 拉 格 明日 方程 可 表示 为 
d1aE 9E 四 
$9) 5 一 Q 7 三 1， ，71 (5. 2. 3) 


其 中 Q; 为 对 应 于 广义 坐标 qj 的 广义 力 。 

拉 格 朗 日 方程 是 一 组 关于 nn 个 广义 坐标 9 的 二 阶 常 微分 方 
程 。 采 用 这 一 方法 列 写 方程 时 ,不 必 取 分 离 体 ,也 不 必 考 虑 理想 约 
束 的 反 力 , 它 有 统一 的 格式 和 步骤 。 其 主要 步骤 如 下 : 

(1) 选 定 系统 的 独立 广义 坐标 qj; 

(2) 写 出 广义 坐标 形式 下 的 系统 动能 表示 式 El(q，9, ,并 
计算 有 关 导 数 ; 

(3) 求 出 对 应 于 各 个 广义 坐标 的 广义 力 Qi。 

求 广 义 力 的 一 般 法 则 如 下 :广义 力 的 定义 是 根据 “广义 力 在 广 
义 坐 标 虚 位 移 上 所 做 虚 功 之 和 等 同 于 系统 主动 力 在 物理 坐标 虚 位 
移 上 所 做 虚 功 之 和 ”得 来 的 ,注意 ,系统 中 各 个 质点 的 虚 位 移 可 表 
示 为 相应 和 拓 径 的 等 时 变 分 ， 即 

8r, 一 DE 6g, (5. 2. 4) 


设 作 用 于 质点 m; 上 的 主动 力 合力 为 了 ;, 则 系统 所 有 主动 力 在 系统 
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虚 位 移 上 所 做 虚 功 之 和 为 


N n 

一 “dr; 
yr >Y'F. > Jo 39 
i=1 i 7 J 


因此 ,广义 力 Q; 可 定义 为 


Qi 三 > Fe (5. 2. 5) 
一 dda; 
当 广 叉 力 与 广义 速度 无 关 时 ,有 即 
QQ; 一 Qlg,， £) 
再 设 存 在 明 数 E,(q,!), 并 有 
Q, 二 一 2 (5. 2.6) 
qi 


这 时 的 广义 力 Q@; 称 为 有 势力 ,而 5, 称 为 势能 . 当 势 能 Es 不 明显 依 
赖 于 上 时 ,有 势力 也 称 保 守 力 .对 于 主动 力 仅 为 有 势力 的 系统 , 拉 
格 天 日 方程 可 写成 


d | ~ 9 E, 


i -一 0， 一 下 ， .7 (5. 2.7) 
dg,. 9 g; dg, / 


dt 


当 广 义 力 中 只 有 一 部 分 是 有 势力 时 , 拉 格 明日 方程 可 与 成 
di9E) 9E 9E, po, 
豆 | 5 人 | 一 gq, 9g, 一 < jC 一 ] ， ‘nn (5.2.8) 
其 中 @&; 代表 广义 力 中 非 有 势力 的 那 一 部 分 。 

在 非 保守 力 中 ,阻尼 有 重要 地 位 .假设 存在 耗 能 函数 Es(g， 
1), 且 设 广义 阻尼 力 可 表示 为 


对 于 仅 受 有 势力 与 上 述 阻 尼 力 作用 的 情形 , 拉 格 天 日 方程 可 与 为 
di9E) dE. 9E, 93E, 
ET | 9 dg， 9 g; 9g; 


设 系 统 除 上 述 力 外 ,还 作用 有 其 它 广义 力 QY?, 则 拉 格 朗 日 方 


一 0 (5. 2. 10) 


1 
4 
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程 为 
ak D 下 I 
8) BB 52 
地 


种 S.2.1 二。 2.1 所 永 1 自 贞 度 系 统 入 建筑 物 的 简化 模型 
用 于 考察 建筑 物 对 地 震 的 响应 ,建筑 物 上 部 为 刚体 ,质量 为 M, 绕 
其 重心 o 的 转动 惯量 为 J,, 重 心 o 至 支点 4 的 距离 为 a; 建 筑 物 下 
座 为 刚体 ,质量 为 mx, 可 沿 水 平方 向 左右 平移, 下 座 与 地 基 之 间 由 
水 平方 髓 的 弹簧 4 与 阻尼 器 < 相 并 连 ;建筑 物 上 体 与 下 座 之 间 , 除 
贸 接 于 4 点 外 ,还 连接 一 铅 垂 平面 内 的 扎 转 弹簧 ,刚度 为 天 。 设 地 
基 作 给 定 的 水 平 运动 z(t), 取 下 座 的 水 平 位 移 w 与 上 体 在 铬 牌 面 
内 的 控 角 0 作为 广义 坐标 ,再 设 9 为 小 量 . 试 列 出 系统 的 运动 微分 
方程 ， 


图 5.2.1 建筑 物 简化 模型 


解 ”系统 的 动能 可 表示 为 
E, = mi 十 方 M(R 2) 十 地 J 


由 人 微 振动 假设 ,有 
TX, 二 WU 十 a0， yy 二 0 
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故 有 
E = Lm Mtad) + Lo 
2 2 2 


系统 的 势能 可 表示 为 
E, = LAC 一 之 ) 十 KO 十 Mgacosg 


精确 到 包含 二 阶 小 量 , 可 取 cosg 二 1 一 二 人 .而 系统 的 耗 能 函数 可 


取 为 
1 


E; 一 一 —c(u 一 之 )2 


2 
将 它们 代入 拉 格 朗 日 方程 (5. 2. 11), 可 得 
(M + mu + Ma + cu ku = cz kz 
Mau + (Ma’ 十 J .0 二 (K— Moa)0=0 


5. 2.2 微 振 动 方程 


线性 系统 在 稳定 平衡 位 置 附近 作 微 幅 振 动 ,其 运动 微分 方程 
的 一 般 形 式 可 由 拉 格 明日 方程 导出 如 下 。 设 系统 是 由 N 个 质点 组 
成 的 有 nn 个 自由 度 的 完整 系统 ,由 微 幅 振 动 的 假设 ,系统 的 各 个 
广义 坐标 gi 与 广义 速度 ge 都 可 看 做 一 阶 小 量 ,从 而 导出 的 微 幅 振 
动 方程 也 将 精确 到 一 阶 小 量 .这 时 ,计算 拉 格 半日 方程 中 的 各 个 导 


数 5 、5c 以 及 5 等 也 只 需 精确 到 一 阶 小 量 ,但 考虑 到 对 gi、 
9 求 导数 时 ,各 个 量 的 精度 将 降低 一 阶 , 所 以 在 计算 系统 的 动能 
EE, 与 势能 E, 时 ,必须 精确 到 二 阶 小 量 ， 
设 系统 的 约束 为 定常 的 , 即 有 
rr, 二 r,(g ) ， 7 一 了 …，A 
这 时 ,系统 的 动能 可 表示 为 


FE, -一 2 Dm * 六 
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ly Sarno), | an 
-一 ppd 2 Do | 了 99 
ly Sar am 
= 22 om 9 9 
注意 ， 5 _ 般 仅 是 各 个 广义 坐标 的 函数 , 它 在 平衡 位 置 9 = … 
二 g, = 0 附近 的 泰勒 展 式 可 写成 
an on Lv a [am 
qa)o 2 二 9 gq 
式 中 下 标 0 表示 括号 内 的 量 取 g, = … = g, 一 0 时 的 值 .考虑 到 动 
能 表示 式 只 需 保 留 到 二 阶 小 量 , 故 式 中 的 了 与 只 需 保留 其 泰 
勒 级 数 中 的 常数 项 , 记 


gq; 十 on 
由 


Aril for. 


m4, 一 jm jo (30), = (5. 2. 12) 
-于 是 ,系统 的 动能 忆 可 表示 为 
E. = pp 2 mg1g, (5. 2. 13) 
写成 矩阵 形式 ,有 
Er = 539 Mg (5. 2. 13a) 


式 中 9 为 广义 速度 列 阵 , = [mj] 为 系统 的 质量 和 矩阵。 由 式 
(5. 2.12) 可 见 ,质量 矩阵 为 对 称 阵 。 
在 定常 约束 情形 下 ,系统 的 势能 仅 是 广义 坐标 的 函数 , 即 有 


Eb, = FE,(gq) 
它 在 平衡 位 置 附近 的 泰勒 展 去 为 
Et Ss 


] SN | aE, 
45 


考虑 到 在 系统 平衡 位 置 处 ,有 
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了 


2 一 一 一 一 一 种 只 各 
1307) = k= 1 
晶 不 失 一 般 性 ,可 取 
FE.(0)=0 
故 在 ,的 泰勒 展 式 中 略 去 二 阶 以 上 的 小 量 后 ,可 得 
也 = py 2 2 kn.g (5. 2.14) 
其 中 
FE 1 
k= | 二 (5. 2.15) 
将 势能 写成 矩阵 形式 ,有 
六 


59K q (5.2. 1]4a) 


其 中 9 为 广义 坐标 列 阵 ,K = 二 [,」 为 系统 的 刚度 和 矩阵。 由 式 
(5. 2.15) 可 匈 , 刚 度 和 矩阵 也 是 对 称 阵 。 


至 于 系统 的 阻尼 ,在 线性 模型 下 可 由 瑞 利 耗 能 录 数 上 表示 为 
Ea = 3 >》 D000 


(5. 2.16) 
且 有 6 = cv 将 &4 写成 矩阵 形式 ,有 


] .~ . 
ba = F494C4g 


(5. 2. 16a) 
式 中 C = [cj 为 阻尼 和 矩阵 , 按 假设 C 也 是 对 称 阵 。 
将 上 述 ,与 £4 代入 拉 格 庆 日 方程 (5.2.11), 可 得 


> (mg, 十 Cds 十 Rg,) -一 Q,， 7 一 ] ,…， 9 刘 
4 一 ] 


(5. 2. 17) 
或 写成 和 矩阵 形式 ,有 


Mg+-Cg+Kg=0 (5. 2. 174) 
式 中 MC 与 分 别 为 系统 的 质量 .阻尼 与 刚度 矩阵 ,而 Q 为 三 义 
扰 力 列 阵 , 由 此 可 见 , 一 个 nn 自由 度 线 性 系统 的 微 振 动 微 分 方程 一 
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般 可 表示 7 个 联 立 的 二 阶 常 微分 方程 ，。 
例 $5.2.2 设 有 图 5.2.2 所 示 由 多 个 质量 、 弹 篮 与 阻尼 器 串 
联 而 成 的 多 自由 度 线 性 阻尼 系统 , 试 导 出 其 微 振动 微分 方程 。 


图 5.2.2 串联 系统 


解 取 各 个 物理 坐标 立 人 三 1，…, 2) 作 为 广义 坐标 ,系统 的 
动能 可 表示 为 


系统 的 势能 可 表示 为 
E, = 六 oz 十 5 (xin 一 了 十 Th 
— > (ki kx! ea 
而 系统 的 耗 能 销 数 可 表示 为 
Es = 二 ci 二 1 2 


=- $2> (0 FD Soi 
考虑 到 ,本 例 中 广义 坐标 等 同 于 物理 坐标 ,因而 广义 力 就 等 同 于 扰 
力 , 邵 
QQ, = F., 1 一 |],，*"**,，n 
将 它们 代入 拉 格 朗 日 方程 (5. 2. 11), 可 得 
Mx 二 Cxi+ kx=0 
其 中 
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i 二 -一 | > 证 量 昌 zx, | 


= [FF] 


M = diag| m, | 

C = tridle, | 

C= ie i 二 1, ,nn 

C= ,= c, 1=],'…,n—l 
天 = tridlk, | 

k; =Rk,_ ,二 Tk， 1 一 1]1，…，7 

Ri 一 Ri 一 一 有 7 一 1，…， 7 一 1 


例 5.2.3 当 考 察 车 辆 在 其 对 称 铅 垂 平 面 内 的 上 下 振动 与 俯 
仰 振动 时 ,可 以 将 车 身 视 为 刚体 ,将 前 后 桥 视 为 质点 ;同时 ,将 巧 架 
系 统 与 轮胎 的 质量 略 去 不 计 , 而 仅 考 虑 它们 的 弹性 与 阻尼 .这 时 ， 
车 辆 的 半 车 简化 模型 可 表示 为 图 5.2.3 中 的 4 自由 度 系统 。 试 列 
出 其 日 由 振动 方程 。 z 


图 5.2.3 汽车 简化 模型 


解 系统 各 项 物理 参数 大 致 已 在 图 5.2. 3 中 标明 。 取 y 一 
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[yi yy2 YY3 ysj」 作为 广义 坐标 列 阵 。 设 车 体 绕 其 质心 c 的 转动 
惯量 J 二 mr 三 am17 ,这 时 ,车 体质 心 c 的 上 下 位 移 可 表示 为 


iy, 
Ve 2 
车 体 绕 c 点 的 俯仰 角 位 移 0. 可 表示 为 
7 
/= L 
因而 ,系统 的 动能 可 表示 为 
le 1 . 1，， 
已 一 7 my 十 了 Jr 十 了 ve 
1 l “2 l : ”~\2 0 ”~\2 
一 1? 十 2 十 gy 十 ys) 十 Fm: 一 Y4) 
系统 的 势能 可 表示 为 
1 ] 少 2 ] 2 
Es = shy sky: 十 于 (yx 0) 十 本 Au 2) 
而 系统 的 耗 能 咕 数 可 表示 为 


1 ., 1 .， 1] . ] . . 

EF 一 ci 二 2 十 DC3(ys 一 y1)” 十 Dy 一 ya 

将 它们 代入 拉 格 朗 日 方程 (5. 2. 11), 可 得 
My+Cy+Ky=0 


其 中 
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C 十 C3 0 C3 0 | 

C= OQ Co 十 cC， 0 | 

Ca bb 《3 0 

0 TT CA 0 C+ 

kk 十 此， OU — Rk, 名 

k 0 kR, 十 R， 0 TT k, 

-一 玄 ， | k, 0 

QO 和 k, 0 k, 


例 $.2.4 双 物 理 控 由 两 根 长 度 各 为 /质量 各 为 m 的 刚性 义 
质 组 杆 构成 ,如 贸 5.2.4 所 示 。 上 摆 锐 文 于 o 轴 ,上 和 下摆 于 4 点 处 贸 
接 , 双 摆 限 于 在 铅 垂 平面 rzoy 内 运动 。 试 
列 出 双 摆 在 其 铅 直 平衡 位 置 附 近 作 微 振 
动 的 运动 微分 方程 。 

解 。” 系统 具有 两 个 自由 度 , 可 以 取 
上 下 把 与 铝 垂 线 之 间 的 夹 角 0 与 0, 作 
为 广义 坐标 ,这 时 ,系统 的 平衡 位 置 对 应 
于 060, = 60, = 0, 

记 上 摆 绕 o 轴 的 转动 惯量 为 1,, 有 了 7 


= 二 ml?; 于 是 ,上 所 的 动能 可 表示 为 图 5. 2.4 。” 双 物 理 押 


Er = 7 全 一 ml 
下 摆 在 xoy 平面 内 作 平面 运动 , 记 下 摆 的 质心 为 ,下摆 绕 质 心 轴 


的 转动 惯量 为 ,有 了 = 二 mL?; 于 是 ,下 殷 的 动能 可 表示 为 


注意 到 
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re | 


XX. 一 SC2sing 十 sing.) 


y. = (2cosb. 十 cos0,) 
利用 上 了 式 , 下 摆 的 动能 最 终 可 表示 为 
Es = [4 二 她 十 4010,cos (0, 一 01)] 十 2 
因此 , 双 授 的 总 动能 为 
,= Ew 十 Er = [4 名 十 姐 二 399cos(6; 一 0)] (a) 


仅 考虑 对 欣 作 微 振动 时 ,可 上 略 去 动能 表示 式 中 三 阶 和 三 阶 以 上 小 
量 , 可 取 cos (0, 一 9) 之 1, 于 是 有 


E, = 4 + 62 + 30.0,) 
约定 取 双 摆 位 于 平衡 位 置 处 的 重力 势能 为 零 , 这 时 ,上 摆 的 重 
力 势 能 为 


一 281 一 cos ) 


Epl = 
下 摆 的 重力 势能 为 
Es = 2&[20 一 cosb) + (1 一 cosb)] 
于 是 双 押 的 重力 势能 为 
E,, = E, + Es = wai — 3cos0, — cosb,) (5b) 


仅 考 虑 微 振 动 时 , 略 去 三 阶 和 三 阶 以 上 小 量 , 可 得 
E, = PE (3 + 6:) 
将 以 上 所 得 系统 动能 与 重力 势能 的 表示 式 代 人 拉 格 明日 方 
程 , 并 记 8 王 LO，2 ,可 得 双 摆 微 幅 自由 振动 时 的 运动 微分 方 
程 为 
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MO+KO=0 


2T8 3 z 3 0 
"0 
06 .3 2 2 L0 1 


例 5.2.5 在 上 例 中 ,再 设 坐 标 系 xoy 连同 双 搜 一 起 绕 铅 重 
机 oy 以 匀速 转动 . 试 述 双 摆 相对 于 旋转 坐标 系 xoy 的 运动 微分 
方程 的 列 法 。 

解 “ 双 摆 相对 于 坐标 系 xoy 的 动能 与 重力 势能 已 由 上 例 中 
式 (4) 与 式 (5) 给 出 。 考 虑 到 坐标 系 xoy 以 匀速 w 作 定 轴 转 动 ,由 此 
形成 一 离心 力 场 ,其 中 任 一 距离 转轴 为 r, 且 质量 为 M 的 质点 , 它 
所 具有 的 离心 力 势 能 可 表示 为 一 Mriw” ,因此 , 记 上 摆 沿 杆 长 方向 
的 流动 坐标 为 7., 则 上 所 的 离心 力 势能 可 求 得 为 


2 rl 
EF, 一 一 2 | isinzbgidy 


其 中 


一 一 二 alsopzsinzb 
骨 记 下 捍 沿 杆 长 方向 的 流动 坐标 为 3,, 则 下 摆 的 离心 力 势能 可 求 
得 为 
Fes 一 一 “| Using 十 72slinl ) “dy, 


一 于 maleoz(3sinzb 十 3sin0,sing, 十 sin’0,) 


于 是 , 双 押 的 离心 力 势 能 可 表示 为 


E,. -一 Fvel 十 bes 
一 一 mlzuzCd4sin2b| 十 3sin0 ,sin8, 十 sin’0,) 
因此 ,在 上 述 旋转 坐标 系 中 双 摆 的 总 势能 为 
E, = Eps 十 EE, 


一 Fmgll4 一 3cosl — cosyg,) 
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Smliwe (4sin*0 十 3sing sing， + sin?0,) (c) 


将 式 (a) 与 式 (c) 代 和 人 拉 格 明日 方程 , 即 可 求 得 双 摆 在 旋转 坐标 系 
中 的 运动 微分 方程 。 


5.3 实 模 态 分 析 


5.3.1 无 阻尼 情形 


首先 考察 无 阻尼 多 自由 度 线 性 振动 系统 , 它 的 运动 微分 方程 
可 表示 为 
Mx 十 天 YY 一 f() (5. 3. ] ) 
式 中 x 是 位 移 列 阵 ;M 与 秋分 别 为 系统 的 质量 与 刚度 和 矩阵 ,它们 部 
是 n Xn 阶 实 对 称 阵 , 且 M 设 为 正定 出 ;GD) 是 激励 列 阵 。 
这 一 系统 的 自由 振动 微分 方程 可 表示 为 
Mx + Kx=0 (5. 3. 2 ) 
它 的 解 可 设 为 
x = Xsin(pt 十 9) (5. 3. 3) 
其 中 三 为 振幅 列 阵 ,p 为 圆 频率 ,yq 为 初 相位 ,它们 都 是 得 定 的 量 。 
将 上 式 代 入 自由 振动 微分 方程 ,可 得 


IK— pMIX=0 (5. 3.4) 
这 一 方程 具有 非 零 解 的 条 件 是 
IK— pM|=0 (5. 3.5) 


它 称 为 系统 的 特征 方程 .由 此 可 确定 产 的 2 个 正 实 根 pi, 并 按 p， 
二 pi4! 排列 ,i = 二 1, …, nn,p; 称 为 系统 的 固有 频率 .将 各 个 不 同 的 
p; 逐一 代入 式 (5. 3. 4), 可 得 下 列 主 振 型 方程 


QD 车 对 于 任意 的 闭关 0, 有 针 TMX > 0, 则 称 M 为 正定 的 。 
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ee 一 .一 


[IK-— pMIX,=~=0, 7 一 1， ,1 (5. 3. 6) 
由 此 ,在 不 计 任 意 倍数 差别 的 意义 下 ,可 确定 革 个 实 矢 量 天,, 渍 称 
为 系统 的 主 振 型 (也 称 特征 矢量 ). 由 下 式 
x; = Esin(pt+ PD, 7 一 1,，:… 
表示 的 运动 称 为 系统 的 主 振动 (也 称 轩 有 振动 )。 吕 见 , 无 阻尼 线性 
系统 的 主 振动 都 是 谐振 动 ,每 个 主 振动 有 其 固有 的 频率 p;, 在 每 个 
主 振动 中 ,各 个 位 移 分 量 振幅 的 相对 大 小 与 相位 由 主 振 型 X， W 
定 .在 这 种 情形 下 ,系统 的 特征 矢量 都 是 实 矢量 , 故 也 称 实 模 态 
时 , 间 号 的 各 个 位 移 分 量 的 运动 是 同 相 的 ， 果 避 的 各 个 位 移 分 和 的 
运动 是 相互 反 相 的 。 
主 振 型 的 一 个 重要 性 质 是 正 交 性 .这 种 正 交 性 表现 为 天 于 质 
量 矩 阵 与 刚度 矩阵 的 加 权 正 交 性 , 即 当 11 隆 7 时 ,有 
XM X,=0, XKX,=0 (5. 3.7) 
事实 上 ,XX,; 与 症 ; 分 别 为 系统 的 第 :个 与 第 7 个 主 振 型 ,因而 有 
K X,= pM YX,, KX = pMYX, 
将 第 一 式 转 置 ,再 后 乘 以 Xj; 对 第 二 式 前 习 以 ; ,然后 两 者 相 减 ， 
可 得 
(p: — pi XIM X;= 0 (5. 3. 8) 
考虑 到 p; 不 等 于 pj, 于 是 式 (5. 3.7) 中 的 第 一 式 得 证 ; 同 理 可 证 明 
其 第 二 去。 
注意 到 当 7 一 7 了 时, 不论 天 MX 取 何 有 限 值 , 式 (5.3.8) 恒 成 
并 ,因而 可 取 


M.= XIMX,, K,= X:KX. (5. 3.9) 
其 中 Mi 称 为 模 态 质量 ,天 ; 称 为 模 态 刚度 , 且 有 
2 K. 
P; ~ 


(DD 注意 到 式 (5.3.6) 是 齐 次 方程 ,因而 ,ciX, 也 是 它 的 解 , 其 中 是 任意 常数 梯 
子 。 根 据 分 析 需 要 ,我 们 可 以 保留 这 一 任意 性 ,也 可 以 通过 归 一 化 来 唯一 地 确定 XX,。 
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引入 实 模 态 矩阵 4 
A=[X, ... ,| 
则 上 述 结 果 可 写成 矩阵 形式 
ATMA = diag[ M,], ATKA = diag[K,) 
系统 的 主 振 型 通常 只 确定 到 包含 一 个 任意 常数 乘 子 ,因而 可 以 选 
取 归 一 化 振 型 如 下 : 即 选取 这 样 的 导 , 使 式 (5.3.9) 中 各 个 AM; 都 
等 于 ], 而 这 时 各 个 天 ,就 等 于 户 。 
上 述 主 振 型 的 正 交 性 非常 重要 。 根 据 它 可 以 通过 实 模 态 变换 
来 使 系统 (5. 3.1) 解 耦 ,引入 如 下 实 模 态 变换 
x 一 4y (5. 3. 10) 
不 妨 假 设 4 中 各 个 主 振 型 均 已 归 一 化 ,对 方程 (5. 3.1) 前 乘 以 4 ， 
并 用 上 述 实 模 态 变换 代入 ,可 得 
A'MAy + A'KAy = ATf (1) (5. 3. 11a ) 
由 上 述 正 交 性 , 即 得 
y+ diag[p: |y= A'f0) (5. 3.11) 
其 中 4 f(t) 称 为 广义 激励 (也 称 模 态 激励 ) 列 阵 , 记 为 
q(t) 一 L9iCt)] 一 4 
于 是 , 式 (5.3.11) 也 可 写成 标量 形式 
yi piy; = q(t), i=1,,n (5. 3. 12) 
可 见 , 系统 已 经 完全 人 解 而 了 ,各 个 y; 称 为 模 态 坐标 , 而 由 方程 
(5. 3. 12) 确定 的 y;(2) 称 为 模 态 响应。 由 式 (5.3.10), 系 统 的 物理 
坐标 啊 应 x 可 表示 为 模 态 啊 应 y 的 线性 变换 。 
综 上 所 述 , 一 个 自由 度 的 无 阻尼 线性 系统 的 啊 应 问题 ,通过 
实 模 态 变换 ,可 以 转化 为 区 个 独立 谐振 子 的 模 态 响应 问题 ,而 后 者 
的 求解 是 十 分 方便 的 。 在 求 得 各 个 模 态 啊 应 后 ,再 通过 线性 变换 ， 
就 可 得 到 原 系 统 的 响应 ,这 就 是 模 态 分 析 法 的 精髓 所 在 。 
现在 来 看 方程 (5. 3. 11a) 的 几何 和 物理 意义 。 
一 个 自由 度 振 动 系统 的 运动 相当 于 7 维 线性 空间 半 中 的 一 
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个 质点 的 运动 .质点 的 矢 径 可 表示 为 = [xz，… zj ,质点 的 
惯性 用 和 矩 阵 M 来 表征 ,弹性 力 特 性 用 矩阵 六 来 表征 ,而 f(z) 代表 
作用 于 该 质点 的 激 振 力 矢 量 . 线 性 空间 天 的 基底 和 矩阵 由 单位 阵 表 
示 。 进 行 式 (5. 3. 10) 所 示 实 模 态 变换 x = 4Ay, 意 味 者 由 空间 羡 变 
换 到 ? 维 模 态 空间 了, 后 者 的 基底 抢 阵 由 4 三 [X， … 大 | 表示， 
其 中 各 个 归 一 化 主 振 型 矢量 XX; 分 别 代 表 模 态 坐 标 轴 的 单位 天 量 。 

将 x = 二 hy 代入 系统 运动 微分 方程 (5. 3.1), 可 得 

MAy — KAy = f (1) 
对 上 式 前 乘 以 4 ,也 就 是 将 上 式 向 空间 Y 的 各 个 模 态 坐标 轴 上 进 
行 投 影 ,由 此 得 
ATMAy + ATKAy = A'f (i!) 

上 式 右 端 失 量 的 各 个 分 量 即 f(z) 在 各 个 模 态 坐标 轴 上 的 投影 , 称 
为 各 相应 模 态 的 模 态 激励 。 

众所周知 ,在 直观 的 三 维 直 角 坐 标 系 xoyz 中 ,单个 质点 的 运 
动 规律 (例如 牛顿 定律 ,动量 定理 等 ) 在 各 个 坐标 轴 上 都 有 相应 的 
投影 定理 .以 上 讨论 不 过 是 这 一 结果 在 抽象 的 ” 维 线性 空间 的 
推广 。 

主 振 型 之 间 的 加 权 正 交 性 ,保证 了 各 个 模 态 运动 的 独立 性 ,从 
而 使 问题 得 到 了 简化 。 

男 一 方面 ,从 广义 坐标 法 的 角度 来 看 ,系统 在 原 坐 标 系 中 , 动 
能 与 势能 五 ,可 分 别 表示 为 

Er 一 TMxX, E,= FxTKx 
经 模 态 变换 x 二 Ay 后 ,在 模 态 坐标 系 中 ,系统 的 动能 与 势能 将 分 
别 表示 为 
BE. = 359A'MAy 一 ydiagLM]y 


, ] ] zr). 
EF, = Fy A MAy 一 5y diag[ 天 JJ 
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从 这 个 意义 上 来 说 , 模 态 变换 和 线性 代数 中 将 二 次 型 化 为 标准 型 
又 是 同一 回 事 。 
硅 将 原 坐 标 系 与 模 态 坐标 系 中 对 应 的 虚 位 移 分 别 记 为 6x 与 
6y, 则 有 
Sx = 6y'A 
这 时 ,激励 f() 在 相应 虚 位 移 上 所 做 的 功 可 表示 为 
SW = Sx'f(t) = dy'A' fC) 
于 是 ,在 模 态 坐标 系 中 ,广义 激励 8 可 表示 为 
O 一 4 FG) 
因此 , 模 态 激 拨 力也 称 广义 力 , 再 注意 到 ,关于 对 称 二 次 型 V 二 
x Bx 的 导数 可 表示 为 
3V 
Ix 
将 上 述 模 态 坐 标 系 中 的 、E, 与 @ 的 表达 式 代 入 拉 格 朗 日 方程 ， 
即 得 方程 (5. 3, 1]1a)。 
例 S.3.1 图 5.3,1 所 示 2 目 由 上 度 系 统 中 , 设 m 二 1,c 二 CC; 一 
0, 二 100, 试 求 系统 的 固有 频率 与 主 振 型 。 


— 2Bx 


图 5.3.1 2 自由 度 系 统 


解 系统 的 自由 运动 微分 方程 为 


1 07. TF 500 一 400 
| 上 E 十 x 二 0 (a) 
0 | 一 400 5OO 


其 中 x 二 LX 7s」 。 设 系统 的 主 振动 为 


YX 一 AXcospi 
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一 


由 此 得 主 振 型 方程 为 
一 轧 十 500 一 400 | 
一 400 一 pp 十 500 


A 
Te 


(p’* — 500)° 一 (400) 三 0 


bj 一 100， p; = 900 
故 系统 的 两 个 固有 频率 分 别 为 
pb 一 10rad/s， p, = 30 rad/s 
由 主 振 型 方程 ,可 分 别 解 得 两 个 主 振 型 如 下 : 
X=[1 1], X,=[1 一 1 
它们 可 示意 为 图 5. 3.2 所 示 。 


这 时 ,如 对 应 于 piI 与 p? 的 主 振动 分 别 记 为 01) 与 ZX ， 则 有 


11 
X11) 二 .cospt 二 一 


Xz) = ,COS pot 三 | 
22 
如 果 分 别 用 两 个 旋转 矢量 的 投影 来 表示 各 个 主 振 动 的 两 个 运动 分 
量 , 则 可 以 各 得 到 一 组 共 线 的 矢量 ,如 图 5. 3.3 所 示 。 图 中 两 组 天 
量 分 别 以 角速度 pi 与 py 绕 O 点 作 匀 速 转动 .由 于 和 天 量 共 线 , 所 对 
应 的 两 个 运动 分 量 将 同时 通过 零点 ,并 同时 达到 极 值 。 
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pi XX x 
( so {px 


22 


图 5. 3.3 主 振动 的 旋转 矢量 表示 


例 $.3.2 在 上 例 的 2 自由 上 度 系统 中 , 设 初 始 条 件 给 定 为 : 当 
上 一 0 时 ,有 
xX(0) 一 Yu 兰 "| x(0) = x/ 三 | 
试 求 对 应 于 上 述 初始 条 件 的 系统 自由 振动 。 
解 ”由 上 例 结果 ,系统 的 实 模 态 和 矩阵 可 取 为 
1 1 
4 二 [YY XX,1= 
x =| 
记 y 三 [y， y] ,引入 实 模 态 变换 
三 一 4y 
方程 (a) 可 化 为 已 解 耦 的 模 态 运动 徽 分 方程 


. p11 0 
i 人- 
0 pp; 


相应 地 ,初始 条 件 将 化 为 : 当 t 二 0 时 ,有 


0 1 十 
y(0) 三 ” = A-'ix, = 于 | 0 | 


V20 X10 一 X20 

/ / ) 

. .Y10 ] | 之 10 十 X20 
ro0= 

了 20 之 10 民 20 


对 应 于 这 一 初始 条 件 的 模 态 啊 应 可 求 得 为 
yi 二 VioCOS pt + Sinpit, := 1 9 2 


因此 ,系统 的 自由 振动 可 表示 为 
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yi 
X= AyS= LX x 上 = 是 yi 十 入 zy? 
2 


不 难看 出 ,对 应 于 任意 给 定 的 初始 条 件 ,系统 的 自由 振动 是 主 振动 
的 线性 组 合 。 
当日 仅 当 x(0) 三 于 ay x(0) 二 XX,b, 其 中 a 与 56 为 任意 沉 数 ， 
即 当 x1o 一 20 4， X10 一 To 二 5 时 ,有 yYI0 一 过， yi 一 2，y20 二 
yzo 一 0. 这 时 ,有 
yi 三 acospit 十 Dsinpit 
yY2 王 0 
从 而 有 
xX 二 着,y! 二 着 ,acospit 十 sin 
只 有 在 这 时 ,系统 的 自由 振动 与 一 阶 主 振动 取 相 同 的 形式 。 
又 当 且 仪 当 x(0) 一 ,a， x(0) 二 着 时 , 即 当 Xx1o 二 一 X20， Xl 
一 X20 时 ,有 Yin 一 y10 = 0,Yzc 一 Q， Y20 一 .这 时 ,有 
人 1 三 
bp. 
y, 二 QCOSp,t 十 psinp2t 
从 而 有 
X 一 大 yo = XX, (acospot 十 sinpst 


只 有 在 这 时 ,系统 的 自由 振动 与 二 阶 主 振动 才 取 相同 的 形式 。 

例 $.3.3 图 5.3.1 所 示 2 自 由 度 系 统 中 , 放 六 三 1 ci 三 
一 0,& 王 100, 沿 zt 的 正 向 , 仅 在 左 质量 上 作用 一 个 在 := 二 0 肯 时 产 
生 单 位 冲 量 的 力 让 = 6(t) 。 试 求 在 零 初 始 条 件 下 系统 的 啊 应 ; 并 
进一步 求 系统 的 脉冲 响应 和 矩阵。 

解 系统 的 受 迫 振动 微分 方程 为 


. 5 一 4 0(t) 
x 十 | loox 一 | | (Op) 
— 4 5 0 
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由 上 例 的 结 东 ,系统 的 实 模 态 矩阵 可 取 为 


入 
1 ] 


r= Ay 
方程 (8) 可 化 为 


s+ pb lie 
记 零 初始 条 件 下 的 模 态 响 应 为 yo,, 则 有 


sinpit 


引用 实 模 态 变换 


Wi 2pi 
Ji 一 一 《C ) 
7 2 sinp t 
2ps 
返回 到 变量 x, 记 相应 的 啊 应 列 阵 为 hh， 则 有 
h, = 一 yo = [Ly 十 Yo Yi 一 yz (d) 


式 (c) 所 示 yo) 代表 在 左 质量 上 作用 有 单位 冲 量 时 ,所 对 应 的 模 态 
脉冲 咽 应 列 阵 ; 而 式 (d) 所 示 h, 则 代表 系统 的 脉冲 啊 应 列 阵 。 

读者 可 自行 推导 , 当 仅 在 右 质 量 上 作用 一 单位 冲 量 f, 二 6(z) 
时 , 记 相 应 的 模 态 脉冲 啊 应 列 阵 为 yz ， 则 有 


yy, 3 Sinpr 
(2) 一 = ] ke ) 
-一 3p mp2 
应 的 系统 脉冲 响应 列 阵 记 为 h,, 则 有 
h, = Ay.,, = [yi 十 Y2z Yiz 一 yz (f) 


如 果 将 系统 左 、 右 质量 上 的 外 激 看 做 系统 的 双 输 入 ,而 将 系统 
的 模 态 响应 或 位 移 啊 应 看 做 双 输 出 ;那么 上 述 系 统 就 是 一 个 双 输 
人 / 双 输 出 系统 ,这 时 ,综合 式 (c) ~ (V) ,系统 的 模 态 脉冲 响应 托 
阵 g(t) 可 表示 为 
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2 人 12 
g(t) = [yu yo 一 ， 全 (g) 
V2 Vo 


而 系统 的 脉冲 响应 答 阵 有 (i), 则 可 表示 为 


3》 十 ye yo 十 ya 


h(t) = [h， hs] = Ag(D) = | .>0 


Yl Ya YY22 
(h) 
以 上 仅 就 2 自由 度 系统 说 明了 求 系统 脉冲 啊 应 矩阵 的 方法 ， 
这 一 方法 同样 也 运用 于 具有 更 多 目 由 上 度 的 系统 ，。 
例 5.3.4 设 在 上 例 的 2 自由 度 系统 中 ,在 左 、 右 质量 上 分 别 
作用 有 广 (o 二 f(t) = 二/(1), 如 图 5.3.4 所 示 , 试 求 系统 在 零 初 始 
条 件 下 的 啊 应 。 


| /tt) 


T 


图 5.3.4 三 角形 脉冲 激励 


解 ” 按 图 5.3.4,f() 可 表示 为 


， 
Fl 1 一 去 ，0 二 1 过 TT 
flr) -1 到 | 


0 ， t 了 
这 时 ,系统 的 运动 微分 方程 可 表示 为 
| - ioox = jf (7) 
— 4 5 ] 
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由 例 5.3.2 和 例 5.3.3 可 知 , 借 实 模 态 变换 x 二 Ay, 上 式 可 化 为 解 
耦 的 模 态 运动 微分 方程 
Yi 十 piy! 一 f(1) 
. (7) 
yz 十 Piy2 三 0 


容易 看 到 , 当 原 系统 (1) 具有 零 初 始 条 件 时 ,相应 的 模 态 系统 也 具 
有 和 零 初 始 条 件 .这 时 ,参照 4.4 节 ,从 方程 (7) 可 解 得 


yi 一 二 | sinpi(t — r) f(r)dr 
Pi J 0 


和 1 一 东 一 cosprt 十 闻名 |; 0 一 上 入/ 


pp 7 了 
和 Fr sinpt — sinpil(t — 7T) , 
-| COSpit 十 pT |， | 
ya 一 4 
因此 ,对 于 原 系 统 来 说 ,就 有 


1 
X 一 Ay-= LX x |= iy) 
了 2 


这 一 结果 并 非 偶然 ,因为 在 零 初 始 条 件 下 ,外 激励 列 阵 与 系统 的 一 
阶 主 振 型 成 比例 ,所 以 它 仅 能 激发 系统 的 一 阶 模 态 振动 。 
再 设 在 系统 左 、 右 质量 上 作用 有 方 (CO == 一 f(t) 二 了 (2), 则 
结果 将 有 
六 十 zi 一 0 | 
ya 十 piys = f(t) 


从 而 有 
一 
A 1 一 志 一 cospst 十 | 0< 上 和 上 
pi T pT | 四 
2 一 
一 vospt 十 Snpu 一 人， t>>7 
Po 2 
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最 后 有 
X= Ay = X,y, 
读者 试 自行 推导 这 一 结果 ,并 作出 相应 的 物理 解释 。 

例 5.3.5 仍 取 上 例 中 的 2 自由 度 系统 ,假设 仅 在 左 质量 上 
作用 有 谐 和 扰 力 , 即 有 == Fsinpt，f, 二 0, 试 求 在 零 初 始 条 件 下 
系统 的 响应 。 

解 ”这 时 ,系统 的 运动 微分 方程 为 


. 5 一 4 Fsinpt 
X 十 | 1o0s 一 | | 
一 4 5 0 


仍 取 上 例 中 的 实 模 态 变换 x = Ay, 原 系统 可 化 为 如 下 的 模 态 系统 


. pi | -了 
?二 | pj” 2 sin 


当 户 天 记 ，ps 时 ,对 应 于 零 初 始 条 件 , 模 态 啊 应 可 求 得 为 


F . 

[Ts 

y, 一 | 一 Lsinp,t 十 sinpt (4) 
~ 2pi -pL Pp 


返回 到 原 系 统 , 啊 应 工 可 表示 为 


并 yy 十? 
r= | 
Yi 2 


由 此 得 
TX]| 一 本 | 一 pe posinpt 一 Sm pr in pt 
2 2 : 
+ Sp p53 op] 和 
7 一 | pr Daysinpt 十 po pa)sinp 


py— pr  . | . 
VB pI pO 和 
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式 《m) 与 (2) 中 , 右 端 前 两 项 代表 扰 力 激 起 的 自由 振动 ,最 后 一 项 
则 代表 扰 力 激 起 的 强迫 振动 。 

从 式 (m) 可 以 看 到 , 当 二 (pi 十 pi)/2 时 ,zl 中 的 强迫 振动 
项 等 于 零 , 注 意 ,这 时 的 扰 力 频率 p 二 10 v 5 rad/s 二 p,, 它 正好 
等 于 图 5. 3. 1 中 右 侧 子 系统 
的 国有 频率 , 见 图 5.3.5。 从 4 
强迫 振动 的 角度 来 看 ,这 时 ， 
左 质量 的 强 连 振动 已 被 右 侧 
子 系统 所 吸收 。 这 一 效应 通 
常 称 为 动力 吸 振 效 应 ,p, 称 为 吸 振 频 率 , 而 调谐 到 吸 振 频率 的 子 
系统 称 为 动力 吸 振 器 ， 

当 p 二 pi 或 p= 二 pi 时 ,系统 将 发 生 共振 .例如 当 p = pi 时 ， 
y 将 不 再 具有 式 (%) 形式 的 解 ,而 应 取代 为 


图 5.3.5 右 侧 子 系统 


一 { (sing to— ptcospt) 
| 4p’ 1 1 1 


今 
COSQ& 一 eo ， Sine 二 ?i 
V1 CPt) V1 (pt) 
上 式 可 化 为 : 
y1 一 i V1 Cpt)’sin(pt — a) 


当 pit 污 1 时 ,近似 地 有 


A ft in t— a) 
yi 4p, Pt 


当 pit 一 oo 时 ,有 二 记 。 从 以 上 讨论 可 知 , 当 系 统 进入 共振 时 ，, 响 
应 振幅 将 随时 间 推 移 而 线性 地 增长 ,并 趋 于 无 穷 大 ;响应 相位 将 灌 
后 于 激励 相位 ,并 渐 趋 于 相差 了 。 
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5.3.2 经 典 阻尼 情形 


再 来 看 经 典 阻 尼 的 情形 。 设 线性 阻尼 系统 的 运动 微分 方程 可 
表示 为 
Mx + Cx+ Kx = f0) (5. 3. 13) 
它 与 方程 (5. 3,1) 相 比 ,只 是 增加 了 一 个 线性 阻尼 项 Cx, 其 中 C 是 
阻尼 矩阵 。 
能 否 利 用 上 述 实 模 态 变换 来 使 系统 (5. 3. 13) 解 厅 ,关键 在 于 
阻尼 矩阵 C 在 上 述 实 模 态 变换 下 能 否 化 为 对 角 阵 .如 采 能 有 
AiCA = diag[C.,| = diag|l 2M,t,p, | 
那么 系统 (5. 3. 13) 就 可 化 为 
y+ diag[26.p,]y + diag[ pi J]y = A' f(z) (5. 3.14) 
于 是 ,系统 (5. 3. 13) 已 解 耦 成 功 . 从 而 上 述 线 性 阻尼 系统 的 啊 应 
问题 就 可 转化 为 个 独立 的 阻尼 谐振 子 的 啊 应 问题 。 
可 以 证 明 : 阻 尼 和 矩阵 C 可 借 实 模 态 变换 化 为 对 角 阵 的 充 要 条 
件 为 
CM-'K = KM-'C (5. 3. 15) 
与 之 等 价 的 条 件 ( 假 设 K 与 C 正定 ) 为 
MK-'iC=CK IM 或 MC 'K = KC-'M 
满足 条 件 式 (5. 3.15) 或 其 等 价 条 件 的 阻尼 , 称 为 经 典 阻尼 ,而 文 
献 中 常 提 到 的 所 谓 比 例 阻尼 定义 为 
C 二 aM 十 BK，a,P 为 实 和 常数 
它 是 经 典 阻 尼 的 一 种 特例 。 
总 而 育 之 ,凡是 无 阻尼 的 或 具有 经 典 阻尼 的 n 自由 度 线性 系 
统 总 可 以 通过 实 模 态 分 析 , 将 系统 的 响应 问题 化 为 7 个 独立 的 1 
自由 度 系 统 的 模 态 响 应 问题 ,从 而 使 问题 大 为 简化 。 


QD 季 文 美 , 方 同 , 陈 松 湛 . 机 械 振 动 . 北京 ;科学 出 版 社 ,1985. 665 一 667 
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例 $.3.6 图 5.3.1 所 示 2 上 自由 度 系统 中 , 设 m= 二 1,c= 二 6， 
二 6, 上 = 100, 且 在 左 质 量 上 作用 有 户 = 6(1),. 试 求 在 零 初始 条 
件 下 ,系统 对 应 于 输入 广 的 脉冲 响应 列 阵 。 

解 这 时 ,系统 的 运动 微分 方程 为 

. 5 一 4 ] 
XT 十 Cx 十 四 1 “Ji00x 一 ee 
其 中 C= 61, 注 意 , 系 统 的 质量 矩阵 MM 为 单位 阵 1, 而 阻尼 矩阵 C 
二 67 = 二 6M, 故 它 属于 经 典 阻尼 情形 , 仍 可 利用 例 5. 3.1 ~ 5.3.5 
中 的 实 模 态 变 换 x = hy 将 原 系 统 化 为 如 下 模 态 运动 系统 
十 6 十 网: ~- qe 
这 时 ,系统 的 特征 值 可 求 得 为 
A 二 A, = 二 一 3 十 j9.539 
二 入 二 一 3 十]29.985 
对 应 于 零 初 始 条 件 , 模 态 脉冲 啊 应 列 阵 yo 可 表示 为 
Yi 0. 052 4 e™ sin9. 539t 
0 了 |- 四 016 7 esin29. 0 
返回 到 原 系 统 , 对 应 于 输入 广 的 脉冲 啊 应 列 阵 可 表示 为 
Yr 十 ya2l 
h = Ayu, = 呈 加 | 

建议 读者 进一步 求 出 系统 对 应 于 输入 疡 的 脉冲 啊 应 列 阵 产 ， 
并 由 与 hh, 构成 系统 对 应 于 双 输 入 的 脉冲 响应 和 矩阵。 

例 5.3.7 在 上 例 的 2 自由 度 系 统 中 , 设 在 左 质 量 上 作用 有 
复 谐 和 扰 力 fi = 二 e”“, 试 求 系统 的 定常 强迫 振动 ;并 进一步 求 出 系 
统 的 频率 响应 矩阵 。 

解 ”这 时 ,系统 的 运动 微分 方程 为 


， . D ©—4 |- 
x 二 Cx 十 | 上 ooz -一 | 电 (0) 
— 4 5 0 
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仍 利用 上 例 中 的 实 模 态 变换 x 二 4y, 可 将 原 系统 化 为 如 下 模 态 运 
动 微分 方程 


对 应 于 复 谐 和 激励 ， 定 党 模 态 响应 可 设 为 

yy 一 了 er 
其 中 了 ,三 |Y)， Yo 为 待定 的 复 振 幅 列 阵 。 将 它们 代入 模 态 运动 
微分 方程 ,可 得 


AT = 3， i = 1,2 
其 中 
A 二 一 ww 十 jw 二 pr， 1 二 1,2 
于 是 有 
Y= (2A) ， i1=1,2 


注 意 , 系统 的 频率 响应 函数 定义 为 系统 的 定常 复 谐 和 响应 与 输入 
e“ 之 比 ,因而 了 代表 对 应 于 复 谱 和 输入 7, 的 系统 模 态 频率 啊 应 
列 阵 。 

返回 到 原 系 统 , 对 应 于 输入 fi 的 系统 频率 啊 应 列 阵 已 ; 表示 


为 
一 Ww 十 6jw 十 00 
辆 十 aa AlA, 
H, = AY, = = | 
Yi 一 Yi- 4UU 
AAA， | 
读者 可 自行 推导 ,对 应 于 复 谐 和 输入 f= 二 e* 的 系统 模 态 频 
率 啊 应 列 阵 为 


相应 地 有 
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400 
Yi Ya A 人 A 
H,; = AY, = | |= ， 
7 十 za- | 二 乞 十 6 到 十 500 
A,A, 
这 样 ， TY 矩阵 可 表示 为 


= LH, H.;] 

例 5. 3.8 各 撤 示 解 上 例 杀 统 的 示 率 响应 算 阵 。 

解 ”上 例 通过 模 态 分 析 , 导 出 了 系统 的 频率 啊 应 和 矩阵。 其 实 ， 
它 也 可 以 从 原始 系统 直接 导出 。 

对 应 于 fi = 二 ew*, f, = 二 0 的 情形 ,系统 的 定常 复 谐 和 啊 应 可 设 
为 

r= He”*, HH 三 |X, XXX] 

将 它们 代 和 人 原始 方程 (o), 有 


和 一 400 | | 
一 400 一 wi 十 6jw 十 500 x 0 
由 此 可 解 得 
[一 o2 十 6]w 十 500 


万 2 |= A,A, 
Lx, 400 
AlA, 


对 应 于 让 二 0, f, 二 e” 的 情形 , 原 系 统 的 运动 微分 方程 为 
. . 9 一 4 OO | 
xX 十 Cx 十 加 1 -00x 一 i (p) 


这 时 ,系统 的 定常 复 谐 和 响应 可 设 为 
r= H,e™ 9 H, = [X', X,] 


将 它们 代入 方程 (p), 有 


一 ww 二 61% 十 500 一 400 | |= | 
| — 400 — 十 bj 十 500 入 >， 1 
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由 此 可 解 得 
400 
义 1 AA, 
入 , 一 w 十 6jw 十 500 
和 AAA， 


因此 ,系统 的 频率 啊 应 矩阵 可 表示 为 
H=|H, H,)| 
这 与 例 5. 3.7 中 的 结果 完全 一 致 。 
对 于 高 阶 系 统 来 说 ,直接 方法 涉及 离 阶 矩阵 求 逆 ,而 且 对 于 每 
个 w 痢 得 重复 这 一 计算 过 程 ,工作 量 相 对 较 大 。 


5.4 复 模 态 分 析 


5.4.1 对 称 系 统 
现在 来 考察 非 经 典 阻尼 情形 ,一 般 的 n 自由 度 线性 阻尼 系统 
的 运动 微分 方程 总 可 以 表示 为 
mx 十 cx+kx= f(t) (5. 4. 1) 


式 中 严 . < 分 别 为 系统 的 质量 .阻尼 .刚度 和 矩阵 ,暂时 假设 它们 都 
是 xn Xn 阶 实 对 称 阵 , 且 严 为 正定 的 ,ec 不 满足 可 对 角 化 条 件 
(5. 3.15);z 是 位 移 列 阵 ;f(t) 是 激励 列 阵 。 

对 应 于 系统 的 自由 运动 ,有 


mx++cx—kx=0 (5. 4. 2) 
这 时 ,系统 的 目 由 运动 可 设 为 
XY 一 入 十 让 (5. 4. 3) 
其 中 在 可 表示 为 
= ue” (5. 4. 4) 


式 中 与 4 均 为 待定 的 量 . 将 上 述 x 代入 方程 (5.4.2), 可 得 
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re ws ww — ee— ww we IT — ee—— Ee— Ee were 


(Amd+ ikjut+ [Mm+A+kju=0 (5.4.5) 
上 式 左 端 第 一 项 为 对 应 于 天 所 得 的 结果 ,如 果 这 一 项 等 于 零 , 即 
| 1 十 各 十 天 让 一 0 (5. 4.6) 
则 式 (5.4.5) 自然 满足 ,因而 ,只 需 考 察 上 式 就 可 以 了 ,XX 向 称 为 
方程 (5.4. 2) 的 特征 解 ,4 与 分别 为 待定 的 特征 值 与 特征 矢量 。 方 
程 (5. 4.6) 有 非 零 解 的 充 要 条 件 是 
[ma 十 Me 十 下 一 0 (5.4.7) 
这 就 是 线性 阻尼 系统 的 特征 方程 .由 此 可 确定 22 个 特征 值 和 ,= 
1] ,，…，2n。 和 无 阻尼 情形 不 同 , 这 时 的 可 以 是 实 的 ,也 可 以 是 复 
的 。 当 阻尼 和 矩阵 正定 时 ,所 有 特征 值 都 具有 人 负 实 部 ,对 应 于 系统 谚 
减 的 固有 运动 , 当 阻 尼 属 于 亚 临 界 情形 时 ,所 有 特征 值 都 是 复 的 ， 
且 共 斩 成 对 地 出 现 .而 每 一 对 共 斩 复 特征 值 对 应 于 系统 中 一 个 共 
有 特定 频率 与 减 幅 率 的 衰减 固有 振动 。 
对 应 于 任意 一 个 特征 值 术 , 记 与 之 相应 的 特征 矢量 为 到 ,将 它 
们 代入 方程 (5. 4. 6), 可 得 
Am Ac klu,=0, r=1, ,2n (5. 4. 8) 
由 此 ,在 不 计 任 意 复数 倍 差别 的 意义 下 ,对 应 于 每 个 4, 可 确定 -- 
个 复 特征 矢量 wu,, 称 为 复 模 态 或 复 主 振 型 。 
当 系 统 的 各 个 特征 值 都 不 相同 时 ,系统 的 22 个 特征 解 可 表示 


为 
X, =uer, r= 1,**, 2n 
由 系统 的 22 个 复 特征 矢量 u,, 可 构成 一 个 nn X 2n 阶 复 模 态 矩阵 
HCO | “" Uz |v 2 


可 是 我 们 不 能 用 它 来 直接 对 系统 (5. 4.1) 进行 解 厢 ,因为 对 于 4， 
不 存在 像 实 模 态 矩 阵 4 那样 的 关于 m 与 的 加 权 正 交 性 。 这 个 困 
难 可 以 解决 如 下 : 
引入 状态 变量 y, 将 方程 (5. 4.1) 改 与 成 
My++ Ky= FG) (5. 4. 9) 


132 振动 理论 及 应 用 


加 more 


m= KR 
m 5c 0 天 


由 m、c、k 都 是 对 称 窍 阵 的 假设 ,不 难看 到 ,这 时 M 与 也 是 对 称 
阵 。 
考察 系统 (5.4.9) 的 自由 运动 时 ,有 
My+ Ky=0 (5. 4. 10) 
考虑 到 ,方程 (5. 4.10) 与 (5. 4.2) 描述 的 是 同一 个 系统 的 自由 运 
动 ,所 以 它们 应 有 同样 的 特征 值 与 相当 的 特征 解 , 即 方程 (5.4. 10) 
的 特征 解 Y, 可 表示 为 


-x 


所 以 ,系统 (5.4. 10) 中 与 特征 值 4 对 应 的 特征 矢量 U0U, 可 表示 为 


Au, 
[2 
u. 


不 难 证 明 ,(5. 4. 10) 的 特征 矢量 UV, 具有 关于 MH 与 KK 的 加 权 正 交 
性 , 即 当 rr 关 :时 ,有 
UIMU, = 0, UITKU,= 0 
事实 上 ,由 方程 (5. 4. 10) ,对 应 于 多 与 太 , 分 别 有 
AMU, + KU,= 0 
AMU, + KU,.=0 
对 上 列 第 一 代 前 乘 以 Us ; 将 第 二 式 转 置 后 ,再 后 乘 以 U, ;分别 得 
AUTMU, + UIKU,= 0 
AUIMU, 4+ UIKU,= 0 
上 列 两 式 相 减 . 可 得 


其 中 


《5.4. 11) 
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(4 一 4)7 MU,=0 (5. 4. 12) 
可 见 :, 当 > 天 5 时 ,由 于 如 天 4, 故 有 

UMU,=0, rs 
由 式 (5. 4. 11), 随 之 可 得 

UKU,=0, rs 
系统 (5. 4. 10) 的 复 特征 矢量 关于 及 与 & 的 加 权 正 交 性 由 此 得 证 。 

当 s 二 7 时 ,不 论 U,;MU, 取 何 有 限 值 , 式 (5. 4.12) 恒 满 足 。 故 
可 以 记 
UT™MU, = m,, UKU,=&, 
由 式 (5. 4. 11) ,可知 有 
k, 一 一 Am, 

m, 与 上 ,分 别称 为 第 7 个 模 态 质量 参数 与 模 态 刚度 参数 ,它们 一 般 
为 复数 ,而 且 对 于 共 斩 的 特征 矢量 ,相应 的 参数 也 是 共 斩 的 。 由 乙 ， 
与 M 的 定义 ,不 难 推 得 

m, 一 中 2471 + clu, (5. 4. 13) 
由 22 个 UV,, 可 以 构 作 系统 (5. 4.10) 的 2n X 2n 阶 复 模 态 矩 阵 UU 


uA 
U = UV “°°" Ul= | | 


其 中 入 为 系统 的 特征 值 矩 阵 , 其 为 
A=diaglA|, r=1, ,2n 
根据 上 述 复 特征 矢量 的 正 交 性 ,借助 于 如 下 复 模 态 变 换 


y= Uz (5. 4. 14) 
其 中 2z 为 复 模 态 啊 应 列 阵 , 其 为 
z= [xz … >z, 下 


可 以 对 系统 (5. 4. 9) 进行 解 耦 。 对 式 (5.4.9) 前 乘 以 U ,可 得 
UTMUz 十 UTKUz = UTF() 
即 有 
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diag[m, Jz + diagl k,lz = uf(t) 
或 写成 
z 一 和 2 一 diag[zoz ju'f tz) (5,. 4.15) 
或 写成 标量 形式 ,有 
zi CO— Nz = mu fu, rel,, on (5,4.16) 
这 样 , 仿 助 于 状态 变量 表示 以 及 复 模 态 变换 (5.4.14), 系统 
(5.4.9) 最 终 可 转化 为 2 个 已 解 耦 的 一 阶 复 模 态 响应 方程 
(5.4.16) ,也 驶 是 说 , 非 经 典 阻 尼 情 形 下 的 2” 自由 度 线 性 系统 的 响 
应 问题 ,总 可 以 通过 复 模 态 分 析 ,转化 为 2 个 独立 的 一 阶 系统 的 
复 模 态 响 应 问题 ,而 后 者 的 求解 显然 要 简单 得 多 。 

例 S.4.1 图 5.3.1 所 示 2 自 由 度 系 统 中 , 设 m 二 1,c 一 3， 
cs 二 9, 上 k= 二 100; 且 有 广 == 6(t), f, 二 0。 试 求 在 零 初始 条 件 下 ， 
系统 对 应 于 输入 f 的 脉冲 响应 列 阵 。 

解 这 时 ,系统 的 运动 微分 方程 可 写 为 


. 3 01. 5 一 4 Ot) 
| jor= | ,| 
U 9 一 4 9 0 


注意 ,此 时 利用 实 模 态 变换 4 已 无 法 使 阻尼 矩阵 C 对 角 化 ,因为 有 


lz 一 
4 C4 一 


—6 12 
所 以 ,只 能 采用 复 模 态 分 析 。 由 特征 方程 
社 十 34 十 500 一 400 = 
一 400 入 十 9 十 500| 
可 求 得 系统 的 复 特 征 值 为 
) 一天 三 ai 十 向 二 一 3.0342 十 j9.5881 
==a jb, =— 2.965 8 j29.6828 
与 之 相应 的 复 特 征 矢量 可 求 得 为 


_ 一 883 37 一 1]0.531 | 
UU 一 WU; = 


0. 862 33 一 10. 607 28 
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民 132 29 十 j0. 695 3 
i 二 二 一 一 
站 0. 025 25 一 j0. 691 57 
上 述 复 特征 矢量 可 示意 为 图 5.4.1 所 示 。 


一 > 


| A 
ti 
4 
107- 


图 5.4.1 复 特 征 天 量 示 意图 


利用 如 下 复 模 态 变换 
t=uzu us ut tlz zz zs zi 
最 终 可 归结 为 如 下 复 模 态 运动 微分 方程 
z 一 diag[ 太 jz = FC) 


其 中 
F(t) = diag[m; ! je LeGc) 0 
— bs 2 3 2 | 5G) 
71 1 ni, 1 3 mis 
且 有 


mi 一 ms 二 37. 660 3 十 ]16.546 7 
Mi; = ma 一 一 8.9501 一 j56.681 0 
在 零 初 始 条 件 下 ,系统 的 复 模 态 响应 可 求 得 为 


ld; ， 
tt » 
|e 1 一 - ] ， | 


/ 


和 
或 号 成 

xi = Zs = 0. 025 Oe ss 

z, = 4 一 0. 012 34e' i 031 3) 


返回 到 原 系统 ,有 
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-1 
~ 2{Re(uz;) 十 Re(u,z,) 三 网 i 
XT2] 十 Ty 
其 中 
Xl = 0.05] 67ei'cos(bt — 1.497 2) 
ZT2 一 0.052 87eicos(bt 一 1.569 1) 
Zi 一 0.017 60e“cos(p 一 1.351 5) 
To 一 0.017 08e"zcos(pb 一 1.565 5) 


这 时 ,在 物理 坐标 系 中 ,对 应 于 内 与 4 的 主 振动 可 分 别 表 示 为 


过 11 . 志 12 
|] 一 一 4 XX, 二 一 
21 -22 


如 打分 别 用 两 个 旋转 矢量 的 投影 来 表示 物理 坐标 系 中 每 个 主 振动 
的 两 个 运动 分 量 , 那 末 这 时 两 个 旋转 矢量 已 不 再 共 线 ,如 图 5.4. 2 
所 示 。 在 一 阶 主 振动 中 ,zs 较 zu 滞后 约 4"; 在 二 阶 主 振动 中 ,zz 
较 Zi 请 后 约 167"。 


图 5.4.2 主 振 动 的 旋转 天 量 表 示 


比较 图 5. 3. 3 与 图 5. 4. 2, 可 以 看 到 实 模 态 分 析 与 复 模 态 分 析 
中 两 类 主 振动 之 间 的 差别 .如 图 5.4. 2 所 示 , 对 应 于 复 模 态 的 各 阶 
主 振动 中 ,由 于 各 个 分 量 所 对 应 的 旋转 矢量 不 再 共 线 ,所 以 它们 不 
骨 同 时 通过 零 值 ,也 不 再 同时 达到 极 值 。 
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5.4.2 非 对 称 系 统 


现在 来 考察 系统 的 质量 .阻尼 与 刚度 抢 阵 不 是 对 称 阵 的 情形 。 
当 . 考 察 有 流 固 耦合 作用 或 有 陀螺 效应 的 系统 的 振动 时 , 吏 会 遇 到 
这 种 情形 .这 时 ,由 于 系统 的 不 对 称 性 , 原 系 统 及 其 转 置 系 统 不 再 
等 同 , 两 者 所 对 应 的 复 模 态 也 有 所 不 同 ， 故 需 对 模 态 矩阵 与 模 态 
变换 作 适 当 补 充 与 修改 ,但 复 模 态 分 析 原 理 仍然 运用 , 设 系 统 的 运 
动 微分 方程 仍 取 式 (5. 4.1) 的 形式 
mx + cx kx = f(1) (5.4.17) 
只 是 其 中 的 m.c.k 不 再 是 对 称 阵 . 设 相应 的 状态 变量 运动 微分 方 
程 仍 取 式 (5. 4.9) 的 形式 


My Ky= F(t) 《5. 4. 18) 
只 是 其 中 的 M 与 天 也 不 再 是 对 称 阵 .这 时 ,由 方程 
[AM++KIU,=0 (5. 4. 19) 


确定 的 复 特征 矢量 U, 称 为 系统 的 右 特征 矢量 .相应 地 ,由 各 个 VU， 
组 成 的 矩阵 


UU, :UU,, jonx2 
称 为 系统 的 右 模 态 和 矩阵 ,对 如 下 方程 
Vi[AM+ Kj=0 (5.4. 20) 
进行 转 置 后 ,可 得 
[AM+KIV.=0 (5. 4. 20a ) 


由 上 式 确 定 的 复 特征 矢量 Y, 称 为 系统 的 左 特 征 天 量 . 相 应 地 ,由 
各 个 V, 构成 的 矩阵 

VV 2 TY xz 
称 为 系统 的 左 模 态 矩阵 。 从 式 (5.4,19) 与 式 (5.4.20) 出 发 ,不 难 
证 明 ,系统 的 左 特征 矢量 V, 与 右 特征 矢量 U, 具 有 关于 AM 与 的 加 
权 正 交 性 。 即 当 r 关 ss 时 ,有 

ViMU,= 0, ViKU,= 0 
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和 对 称 情 形 相 仿 , 当 r= 二 ;时 ,可 定义 
VIMU, =m’, ViKU,=k’ 
且 有 
k' =— Am’ 
注意 ,系统 (5. 4.17) 与 系统 (5. 4. 18) 以 及 它们 的 转 置 系统 具 
有 公共 的 特征 值 久 ,r= 二 1,…, 2n。 它 们 的 公共 特征 值 矩 阵 可 记 为 
A = diagl 4, | 
从 系统 (5. 4.17) 及 其 转 置 系统 出 发 , 可 以 建立 相应 的 xn Xx 2n 阶 
左 、 右 模 态 和 矩阵 ,其 右 模 态 和 矩阵 可 记 为 
uu oi 
其 中 w, 由 下 式 确定 
(Am 二 Ac+ klu,=0 
而 其 左 模 态 矩 阵 可 记 为 
vy …% yx 
其 中 六 由 下 式 确定 
(Am 十 Ac 十 天 一 0 
而 且 不 难看 到 ,系统 (5. 4. 18) 的 左 . 右 模 态 和 矩阵 可 表示 为 


UA uA 
v= | 
ui y 
由 U0U,、V, 与 MH 的 定义 ,不 难 推 得 
m! = yi2Am + elu, 


现 引 入 如 下 复 模 态 变换 
y= Uz 
将 它 代 入 方程 (5. 4. 18) ,然后 对 此 方程 前 乘 以 Y ,可 得 
diag[m’ Jz + diag[k’ lz = VIF(G) = vif 0) 


或 进一步 写成 
z— Az = diag[ (Gm) -jp f 0) (5. 4. 21) 
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写成 标量 形式 ,有 


z, CO— Az, = PR) vf, r= 1, ,2n (5. 4. 21a ) 


由 此 可 见 , 非 对 称 系统 一 样 可 以 完全 解 看 .注意 , 当 系 统 对 称 时 ,有 
V 一 UU, 这 时 , 式 (5. 4.21) 就 退化 为 式 (5. 4. 15)。 

在 以 上 的 讨论 中 都 假设 系统 的 特征 根 无 重 根 ,其 实 这 并 非 必 
要 .只 有 当 系 统 有 重 特征 值 时 , 才 可 能 出 现 系 统 是 亏损 的 与 非 亏 损 
的 这 样 两 种 情形 , 设 系 统 的 相 异 特征 值 为 入 , 7 = 1,，…, J, 而 每 个 
特征 值 4 的 重 数 为 a;, 则 显然 有 


pn 
| 
2 一 2n 
i 二] 


如 果 对 应 于 每 个 处 ,能 找到 a 个 独立 的 特征 和 天 量 , 那 末 这 种 系统 就 
称 为 非 亏 损 的 ,反之 ,只 要 有 一 个 丸 ,与 之 相应 的 独立 特征 矢量 数 
目 小 于 ww , 那 末 这 种 系统 就 称 为 亏损 的 .对 于 非 亏 损 系 统 , 总 可 以 
利用 上 述 模 态 分 析 法 进行 对 角 化 。 而 对 于 亏损 系统 , 则 不 可 能 实现 
对 角 化 ,但 可 以 利用 约 当 法 式 (Jordan canonical form ) 求解 山 。 

好 在 对 于 实际 的 振动 系统 来 说 , 绝 大 部 分 情形 属于 非 亏 损 系 
统 , 而 只 有 少数 特例 情形 属于 亏损 系统 。 


5.5 系统 模 态 (特征 对 ) 计算 问题 


在 应 用 模 态 分 析 法 求解 多 自由 度 系统 的 响应 问题 时 ,首先 得 
确 定 系统 的 模 态 , 这 在 数学 上 归结 为 求 系统 矩阵 的 特征 值 与 特征 
矢量 的 问题 , 即 矩阵 特征 对 问题 . 现 对 这 一 问题 的 提 法 与 常用 解法 
的 基本 思路 作 一 简要 介绍 。 : 


(bb 参阅 Newland D E. Mechanical vibration analysis and computation, Essex, 
England; Longman Scientific &. Technical , 1989 
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S.S.1 化 简 和 矩阵 用 的 基本 变换 


在 求解 矩阵 特征 值 问题 中 ,通常 采用 的 方法 是 借助 一 系列 相 
似 变 换 ,将 原 和 矩阵 化 为 简单 形式 的 矩阵 ,例如 对 角 阵 、 三 对 角 阵 、 海 
猴 堡 阵 等 .根据 相似 变换 中 矩阵 特征 值 保持 不 变 的 性 质 ,通过 计算 
简单 形式 矩阵 的 特征 值 , 来 得 到 原 和 矩阵 的 特征 值 .为 此 , 先 择 要 介 


绍 有 关 和 矩阵 简化 用 的 几 个 基本 变换 。 

]. 相似 变换 

这 有 非 奇 异 和 矩阵 U0, 则 对 短 阵 4 作 变 换 U” AU ,这 样 的 变换 称 
为 相似 变换 。 


相似 变换 有 一 个 重要 性 质 , 即 变换 后 的 矩阵 的 特征 值 保 持 不 
变 , 这 可 以 证 明 如 下 ， 
矩阵 4 的 特征 值 问 题 可 表述 为 
AX 一 AX (5. 5.1) 
其 中 4 与 筷 分 别 为 4 的 特征 值 与 特征 矢量 .由 忌 的 非 奇 异 假设 , 存 
在 着 U1!. 对 式 (5. 5. 1) 两 端 前 乘 以 U0 1, 可 得 
U AUU ‘X=AUV XX 
若 记 相似 矩阵 7-14D 二 8, 记 了 三 U7'X, 则 上 式 可 改写 为 
BY = AY (5. 5. 2) 
可 见 , 矩 阵 B 的 特征 值 仍 为 ,而 B 的 特征 矢量 则 变 Y = U7!XX, 因 
此 ,车 求 出 B 的 特征 值 入 与 特征 矢量 U, 后 , 则 和 4 的 特征 值 和 4 与 特征 
矢量 XX; 二 UY; 也 就 随 之 而 得 ， 
2, 正 交 变换 
若 上 述 相 似 变 换 中 ,有 UU = 了 即 07 ==UV71, 则 这 一 相似 变 
换 称 为 正 交 变 换 。 相 应 地 ,U 称 为 正 交 阵 。 
正 交 变 换 除 保留 相似 变换 的 性 质 外 ,还 有 一 个 重要 性 质 , 即 正 
交 变 换 后 矩阵 的 对 称 性 保持 不 变 . 也 就 是 说 , 若 4 为 对 称 阵 , 则 正 
交 变 换 后 ,B 二 U1AU 仍 为 对 称 阵 。 
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3. 三 转变 换 
取 如 下 形式 的 矩阵 R 
po I -一 本 


sing cosg 
不 难 验 证 ,R 为 正 交 阵 ,利用 RR 所 作 的 相似 变换 , 称 为 旋转 变换 .全 
的 几何 意义 可 以 说 明 如 下 ， 
将 平面 直角 坐标 系 ox1X; 绕 原 点 o 旋转 一 个 0 角 后 , 记 为 坐标 
系 oyiys，, 如 图 5. 5.1 所 示 。. 这 时 ,同一 点 在 新 上 日 坐 标 系 中 的 坐标 关 
系 可 表示 为 


(5. 5.3) 


yi 一 icos 十 zssingd 


yy 一 一 iiSInO 二 Xac0s0 


写成 矩阵 形式 ,有 
y=Rx 
或 T= Ry 
其 中 了 = [y， y;] 是 新 坐标 系 中 的 位 移 列 阵 , 而 x = [x xz 
是 原 坐 标 系 中 的 位 移 列 阵 . 可 见 , 坐 标 系 的 旋转 结果 可 以 用 线性 变 
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换 和 矩阵 足 或 丸 的 作用 来 表示 。 


更 一 般 形式 的 旋转 变换 矩阵 可 取 为 
| 0 .. 0 。,， 0 .0 
0 ] 0 0 0 
0 0 2 cos … 一 SnO … 0|17 
R= (5.5.4) 
0 0 sing cosg O01 
0 0 0 .,。 0 .1] 
1 7 


注意 ,将 式 (5. 5.4) 中 的 是 左 来 矩阵 4 时, 仅 影 啊 到 A 和 的 1,j 行 元 
素 ; 而 用 呈 右 张 4 时, 仅 影 啊 到 它 的 i, 7 列 元 素 。 因 此 ,用 上 述 R 作 
相似 变换 时 , 仅 能 使 原 矩 阵 的 7, j 行 写 1，j 列 元 素 发 生变 化 ,这 
样 , 通过 一 系列 上 述 旋 转变 换 , 就 有 可 能 将 对 称 阵 变换 成 对 角 阵 ， 
或 将 一 般 和 矩阵 变换 成 上 三 角 阵 (或 下 三 角 阵 )。 

不 妨 来 看 一 个 特例 ,任意 一 个 中 心 位 于 原点 的 椭圆 在 坐标 系 
ozizi 中 ( 见 图 5.5.1) 可 表示 为 


Ql1X1 十 2als7i7zs 十 ds272 一 ] 


与 成 矩阵 形式 ,有 
x 47 一 1 (5. 5.5) 
其 中 
dll Wl’ 
4 si.0 
Qi a 


可 见 ,4 为 对 称 阵 .从 图 5. 5.1 可 以 清楚 地 看 到 ,通过 坐标 系 的 旋 
转 , 兰 使 旋转 后 的 坐标 系 oy1y; 与 烦 圆 主轴 重合 ,这 样 ,在 新 坐标 系 
中 椭 贺 方程 将 取 最 简 形 式 ,这 人 时 ,用 式 (5.5.3) 中 的 RR, 对 式 
(5. 5.6) 中 的 4 作 相 似 变 换 , 有 
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RiTAR=B = 网 | (5, 5. 7) 
bs bs, 
其 中 
bi = Qa.cos’0 + 2ai,sSiIn0bcos0 十 a,sin’l 
by» = aiicoOss0 十 2a sinbcosl 十 arcoSs “0 
b,, = bs = a (COs — sn°0) 一 (al 一 ao)StmosC 
于 是 ,大 取 
tan26 一 <Qm 或 18 一 A arctan < (5. 5. 8 ) 
Qi 一 Co2， 2 Qi 一 
即 有 
bis = b= 0 
这 样 ,经 过 上 述 旋转 变换 ,对称 阵 4 变换 成 如 下 对 角 阵 B, 即 有 
B = diag[b,,, b,, | (5. 5.9) 
记 x 二 Ry,; 由 式 (5.5.5), 有 
y 有 yy 一 1 (5.5. 10) 


从 而 在 新 坐标 系 中 椭圆 方程 取 如 下 最 人 简 形式 
buyi 二 bsy;? = 1 
4,， 这 斯 塞 尔 德 (Household) 变换 
豪 斯 替 尔 德 变换 是 指 这 样 一 种 正 交 变换 已 ,对 于 任意 给 定 的 a 
一 [La … oaj ER ,有 
Pa 一 一 oe, (5.5.11) 
其 中 
(al'a)'’, dali 宇 0 
| (aTa)!’?, al!<0 人 
这 就 是 说 ,对 于 任何 一 个 非 零 列 阵 a, 经 过 PP 作用 后 ,所 得 新 列 阵 
中 只 有 第 一 个 元 素 可 保留 为 零 的 。 
P 和 矩 阵 可 以 确定 如 下 :车 令 妈 二 4 十 oe1, 则 了 可 以 暂 取 为 
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开 


P=1,— a 
uu 


式 中 wx 待定 .将 上 式 中 的 忆 作 用 于 a ,注意 到 
& 一 (aa 十 coel) CQ 十 coel) 王 20 十 ca)) 


rz CE 一 (十 cel)Ia 一 da 十 oai 


从 而 有 
T 
Pa 一 Ada 一 at Tm =a— 
可 见 , 在 取 w 三 2, 即 有 
Pa 一 4 一 下 一 一 Ge 
因此 ,P 矩阵 可 以 确定 为 
P=1,— ov', vy=] (5. 5. 13) 

式 中 "= -一 一 . 
vuH 再 

读者 可 进一步 验证 :P 是 一 个 对 称 正 交 阵 , 即 有 P= 二 P 
一 Pp-! 


利用 上 述 肾 斯 霍 尔 德 变换 P 进行 的 相似 变换 , 称 为 豪 斯 誉 尔 
德 相似 变换 ,简称 H 相似 变换 ,可 以 证 明 : 通 过 选取 不 同 的 v, 利 用 
一 系列 H 相似 变换 ,可 以 将 一 个 对 称 阵 化 为 三 对 角 阵 ; 也 可 以 将 
一 般 的 非 对 称 阵 化 为 上 海 森 堡 (Hessenberg) 阵 。 所 谓 上 海 森 堡 阵 
是 指 如 下 形式 的 矩阵 : : 


Ul CI dl3 Gln Cn 

CC21 UH22 U23 ds,n]1 UW, 

U Ha32 U33 a 1 C3 
是 一 

0 0 以 43 Hn] Ua 

0 0 0O a | a 


好 有 


第 五 章 多 自由 度 线性 系统 的 振动 145 


4d;j; 二 0，171 这 7] 十 1 
5. 算 阵 的 三 角 分 解 
有 时 ,需要 将 算 阵 4 化 为 单位 下 三 角 阵 L 和 上 三 角 阵 R 的 乘 
积 , 为 此 ,可 引入 短 阵 上 , 它 是 将 单位 矩阵 工 的 第 i1 列 改 为 
10, 0,1, 一 一 pbs] 
而 成 的 .其 中 元 素 久 (7 全 2) 可 根据 4 [aj 中 的 元 素 取 为 


01 一 一 ， 1 一 7/ 十 上 7 


不 难看 出 ,用 无 左 乘 4, 即 可 将 4 中 第 * 列 的 第 :十 1 工 至 第 壮 个 元 
素 化 为 零 . 这 样 ,通过 2 一 1 次 天 人 三 1，…, 寻 一 1) 阵 左 乘 4, 即 
可 将 4 化 为 上 三 角 阵 丸 , 即 有 
LL, ,LA=R 
注意 ,L; 的 逆 阵 与 L; 具有 同样 的 形式 ,差别 仅 在 于 元 ”的 第 7 列 应 
取 为 
1100, 1,0 0 
这 样 ,4 就 可 以 表示 为 
A= L171.L-,R 
记 工 三 LL …L, 1, 上 式 可 号 成 
A 二 LR 
注意 ,L 是 单位 下 三 角 阵 之 积 , 堆 仍 为 单位 下 三 角 阵 ,这 梓 就 实现 
了 矩阵 和 4 的 三 角 分 解 。 
乔 尔 斯 基 (Cholesky) 分 解 
首先 ,任何 一 个 上 三 角 阵 RR 总 可 以 分 解 成 对 角 阵 D 与 单位 上 
三 角 阵 UU 之 积 , 设 尺 可 表示 为 
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这 一 分 解 可 表示 为 


RK 一 DU 
其 中 
D = diagl[ 4d, | 
1] a 1f 
1 _ 0 l & 2 
0 UO l 
且 有 
d, =7r,, 717 一] 7 
六 . 
由 一 党 ， /一 1，…,7 j>i 
因此 ,任何 一 个 矩阵 4 总 可 以 分 解 为 
入 一 LDL 
奇 4 为 对 称 阵 , 则 有 
4 一 上 D7 
各 4 为 对 称 、 正 定 , 必 有 D 正定 ;因而 D 可 以 分 解 为 
万 = D'*D' 
其 中 Di2 一 diag[ Vd,], 记 工 二 LD, 则 有 
A=LIL' (5. 5.14) 


其 中 天 是 正定 的 二 三 角 阵 . 式 (5.5. 14) 常 称 为 对 称 、 正 定 阵 的 乔 尔 
斯 基 分 解 。 


5. 5.2 特征 值 问 题 的 提 法 


1. 对 称 实 和 矩阵 4 的 特征 值 问题 
设 A 为 n 阶 实 对 称 阵 , 则 由 方程 
Ax 一 MX 
可 确定 其 特征 值 与 特征 矢量 ,分 别 记 为 和 与 三 一 1，…，, 7 且 可 
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正 交 归 一 化 为 
ud, 一 人， 
当 4 为 正定 时 ,有 所 及 为 正 。 
2. 非 对 称 实 和 矩阵 B 的 特征 值 问 题 
设 B 为 n 阶 非 对 称 实 和 矩阵 , 则 由 方程 
Bx 一 Ax 
可 确定 其 特征 值 与 右 特 征 夭 量 ,分 别 记 为 出 寺 本 ,二 一 1， 7。 转 
置 算 阵 B 具有 与 B 相同 的 特征 值 .而 由 方程 
yB==Ay 或 By=iy 
可 确定 B 的 左 特征 矢量 vy;, i 二 11，… ,nn。 这 时 , 左 、 右 特征 矢量 可 
正 交 归 一 化 为 
piu = 人 
3, 实 对 称 正定 矩阵 种 与 的 广义 特征 值 问 题 
这 时 ,广义 特征 从 问题 可 提 为 
Kx 一 AMY 
由 于 及 是 正定 实 对 称 阵 , 因 而 可 对 进行 乔 尔 斯 基 三 角 分 解 , 即 
有 


M=LL 
其 中 世 为 非 奇 异 的 下 三 角 实 矩阵 .通过 变换 
x=L u 
上 述 广义 特征 值 问题 可 化 为 实 对 称 和 矩阵 的 特征 值 问题 。 
Au = Au 
其 中 
A=LiKL 


4， 有 陀螺 项 的 系统 特征 值 问 题 
这 时 ,系统 的 运动 微分 方程 为 
mu gu+ku=0 (a) 
其 中 , m 与 上 是 实 对 称 和 矩阵 ， 且 mm 为 正定 , 价 8 是 反对 称 和 矩阵 , 即 
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有 
8 一 一 8 
引入 状态 变量 
r= [ur 了 
方程 (a) 可 化 为 
Mx + Kx=0 (b) 
其 中 


Wi i 
iM 一 ， K 一 
0 天 一 无 0 


显而易见 ,M 是 对 称 实 和 矩阵 ,而 是 反对 称 实 矩阵 ,引入 两 个 实 变 
量 y 与 z, 且 令 
XY 二 y 十 ]z 
考虑 到 主 振动 中 ,有 
x = jwx 
将 它 代 入 方程 (5) 后 ,分 离 实 部 与 虚 部 ,可 得 
[RTM 天]y = w My 
KTM 'Klz = w:Mz 
注意 ,KM 'K 是 实 对 称 阵 ,M 是 正定 实 对 称 阵 ,因而 ,问题 已 归结 
为 上 述 广 义 特征 值 问题 ，。 
5. 一 般 线 性 振动 系统 特征 值 问题 
一 般 线性 振动 系统 的 运动 微分 方程 为 
1 十 CU 十 一 0 
其 中 , mck 为 一 般 实 矩 阵 , 且 m 非 奇 异 . 通 过 如 下 变换 


u m 0 ~ cc k 
A 
u 0 J -一 0 
系统 的 特征 值 问题 可 化 为 
Bx = Ax 


其 中 
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B=—_ MKk=| ” 
| 0 


这 时 ,B 为 非 对 称 实 定 笑 。 
5.5.3 常用 解法 的 基本 思路 


i}, 矩阵 迁 代 法 
(1) 大法 
求 矩 阵 和 4 的 最 优势 实 特征 值 与 特征 矢量 的 简便 而 有 效 的 方法 
是 咽 法 , 设 和 矩阵 4 的 实 特 征 值 可 按 太 小 排列 为 
A 写 >: 这 
相应 地 ,有 
Ar, = Ax,, r= 1 ,nn 
从 初始 假设 模 态 wu 出 发 , 迄 代 公式 取 为 
u, = Au, 1),， $= 1, 2, 


可 以 证 明 , 当 s-> co 时 ,有 


limu,;, = Au, limu,= x 
每 法 只 能 求 得 最 优势 特征 值 ,为 求 次 优势 特征 值 必 须 利 用 清 型 
迭代 。 
(2) 对 称 实 和 矩阵 4 的 清 型 迭代 
由 方程 
Ax = Ax 
利用 帮 法 可 求 得 
Ax, = 人 | 


对 Xl 归 一 化 后 , 取 
A, 一 4 一 XXX 一 4 一 AI 
青 用 4, 进行 迭代 ,可 求 得 


入 ,XxX 二 A,X， 
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re 


依 此 类 推 . 第 & 次 迭代 矩阵 为 


T 
Ai = A Oo Xe Xi 


各 阶 特征 矢量 均 归 -一 化 为 
XI r,sS=1], ,nn 
(3) 非 对 称 实 矩阵 恕 的 清 型 迭代 
由 矩阵 B, 通 过 迭代 ,得 
Bx =Axr, By=Ay, 
对 zyi 归 一 化 为 ， 
Xi 一 1 
髓 取 
B,=B— Ax y! 

进行 迭代 。 依 此 类 推 , 第 《次 迭代 和 矩阵 为 


及, 一 四 一 Sxy 
(4) 应 用 于 广义 特征 值 问 题 Kx 一 AMx 
这 时 ,过 代 矩阵 可 取 为 
B= EK ‘MM 


二 一 | 
B,=B— > Axiy M, k = 2， 3 ， 9 
| 


各 阶 特征 矢 量 均 归 --- 化 为 
x My. =6,.,. r,s = 1,.",n 
2. 实 对 称 阵 的 雅 可 比 (Jacobi) 法 
雅 可 比 法 是 通过 逐次 旋转 变换 友人 代 来 使 实 对 称 阵 对 和 角 化 , 它 
可 以 同时 得 到 实 对 称 阵 的 全 部 特征 值 与 特征 失 量 .和 矩阵 4 经 & 次 
旋转 变换 后 ,得 
4 = RIA, iR, = RTAR = [a 
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其 中 
R= RR,L…R, 
且 有 
Pp q 
] 0 0 0 
0 1 0 0 0 
0 0 cosyd, 一 SInC， 0 ,pp 
R, 一 一 
0 0 sind, cos0; 0 | 9 
0 0  .. 0 ..» 0 .， 1 
为 了 在 & 次 迭代 中 消去 元 素 a;s ,上 式 中 的 % 必须 取 为 
tan20, = am 10, | < 工 
a a lS 


可 以 证 明 , 当 & 一 ce 时 ,4 的 非 对 角 元 系 趋 于 零 。 
3， 率 斯 霍 尔 德 法 
豪 斯 专 尔 德 法 可 将 一 实 对 称 阵 化 为 三 对 角 阵 .考察 正 交 相似 
变换 
A, = PA, PP，4 一 上 4 
其 中 
己 一 7 了 一 ovv, v=] 
是 取 如 下 形式 
Ve = [O00 pa Ba po 


其 中 
: _rl abini | 
Pept1 = Ea ] 十 | 
a 1) 


, 二 上 上 十 Lv 
2Q Pre | / - 
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ee 


Qi 一 | >») (a 10)? |, k= | ， 2， "or 2 
j= 


前 二 式 中 的 正 负 号 取 法 应 一 致 ,目的 要 使 Po 尽 可 能 取 大 值 .经 
过 和 一 寻 一 2 次 变换 ,矩阵 4 将 化 为 三 对 角 阵 4 。 记 4 的 特征 矢量 
为 &，44 的 特征 矢量 为 x, 则 有 

u = Px 


其 中 忆 是 正 交 算 隆 
P= TTP 


聚 斯 堆 尔 德 法 也 可 用 于 将 一 般 的 实 拖 阵 化 为 上 海 森 堡 阵 。 
4， 斯 图 姆 (Sturm) 法 


设 特征 行列 式 为 
QI 一 从 8, 。 oe 0 0 
让。 oz 一 人 0 0 
0 QO A 0 0 
A Pp: 3 
O 0 0 “a, 一 A B, 
0 0 0 …。 DD, a, — A 


记 和 矩阵 LA 一 和] 的 : 阶 主子 式 为 己 (A), 有 

P(A)=0a—A 

PA) = (Cao— VDP; 12) — BP; 2M), 1 = 2,3, ,7 
而 系统 的 特征 方程 可 与 为 

1,(A)=0 

为 了 查找 特征 方程 的 根 , 可 有 效 地 利用 斯 图 姆 定理 : 记 PP,(4)， 
4 CA) 为 区 间 (a, 5) 上 的 s 序列， 又 s《p) 为 Po(p)， 
CC) 序列 中 的 变 号 数 , 则 特征 多 项 式 了 ,() 在 区 间 
(a,b) 中 的 实 根 数 正好 等 于 s(ta) 一 s(5), 设 在 某 个 上 处 ,有 PP;(j) 
二 0, 则 三 CA) 的 特写 应 取 为 了 -1(j) 的 反 号 ， 
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根据 这 一 定理 ,不 仅 可 确定 某 一 区 间 中 的 特征 根 数目 ,而 且 通 
过 二 分 法 ,可 不 断 搜 索 到 各 个 特征 根 , 为 了 求 ; 序 列 的 变 写 数 , 可 
有 效 地 利用 前 面 提 到 的 主子 式 的 关系 式 。 

基于 斯 图 姆 定理 ,结合 二 分 法 , 求 出 系统 的 近似 特征 值 ,并 
用 迭代 法 求 出 特征 天 量 x;, 然 后 再 利用 如 下 瑞 利 (Rayleigh) 商 
XX, 
来 改进 上 面 得 到 的 近似 特征 值 ,这 一 方法 通常 称 为 行列 式 查 找 法 。 

5. 求 特 征 笑 量 的 送 述 代 (]Jnverse Iteration) 法 

逆 迭 代 法 用 于 求 三 角 阵 的 特征 矢量 特别 有 效 。 取 壕 代 方程 为 

1A A = vv, 

其 中 4 取 特 征 值 入 的 近似 值 , 设 任 选 的 初始 迭代 矢量 为 vo, 且 表 示 
为 


) 一 


y= Vax, 
其 中 尺 , 为 4 的 特征 矢量 , 则 可 证 明 , 当 习 cc 时 ,有 


过 


(和 一 和 


一 般 先 利用 高 斯 消去 法 ,将 [4 一 4 好 j 变换 成 上 三 角 阵 过 ,其 为 
U = PIA— XA] 


Le 


然后 用 
Ux = Pxro 

进行 迭代 。 当 4 充分 接近 于 4 时 ,往往 收 侠 极 快 。 

6. 子 空 间 和 迭代 法 

怎 阵 友人 代 法 是 通过 单个 模 态 的 反复 迭代 ,使 结 采 收 伍 到 最 优 
势 特征 值 与 特征 矢量 。 子 空间 迭代 法 是 用 奉 干 个 假设 模 态 作为 基 
底 , 张 成 一 个 低 维 子 空间 ,通过 赤 代 而 不 断 改 善 基底 ,使 它 所 张 成 
的 空间 逐次 甬 近 系统 的 低 维 优势 特征 子 空间 。 
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对 于 nn 阶 实 对 称 阵 M 与 天 ,和 欠 代 式 可 取 为 
KU,,, = MU, 
其 中 Ui 是 n Xm 阶 和 矩阵 , 且 mm 二 n; Ui 是 U, 关 于 MM 的 正 交 归 一 
化 矩阵 .上 和 式 可 利用 高 斯 消去 法 求解 。 
U; 的 正 交 归 一 化 可 进行 如 下 : 借 变 换 U0,, 经 里 兹 (Ritz) 缩聚 
后 ,有 
hf = UIMU,, K, = UIKU, 
分 别 记 缩聚 系统 (4M, K,) 的 特征 值 矩 阵 与 特征 矢量 和 矩阵 为 A 与 
六 ,有 
KiP, = MP 
其 中 A 是 对 角 阵 ,P 是 关于 M 的 正 交 归 一 化 矩阵 ,注意 到 
7 = PIM,P, = PIUIMU,P, 
故 在 下 一 步 迭 代 中 可 取 
U, = U,P, 
这 时 ,Ui 已 对 MM 正 交 归 一 化 。 
可 以 证 明 , 上 述 迭 代 过 程 是 收敛 的 , 即 有 
人 
其 中 头 , 与 A; 分别 是 原 系统 的 m 维 优势 特征 矢量 矩阵 与 m 维 优势 
特征 值 和 矩阵 。 
子 空间 和 迭代 法 菊 有 和 迭代 收敛 快 与 对 计算 机 容量 要 求 低 的 特 
点 。 当 系统 的 内 与 天 为 高 阶 稀 朴 瑟 阵 时 ,尤其 显 出 其 优越 性 。 
7. CR 法 
QR 法 是 通过 一 系列 相似 变换 ,将 一 个 实 惩 阵 化 为 三 角 阵 .其 
迭代 过 程 可 取 为 
B= OR, B= RO,, :=1,2,.: 
其 中 B 二 B( 给 定 的 实 矩 阵 ),Q, 是 西 答 阵 ,R, 是 上 三 角 阵 。 
可 以 证 明 , 当 * 一 co 时 ,有 8， 的 下 三 角 元 素 ( 不 包括 对 角 元 ) 趋 
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于 和 零 。 

QR 法 可 以 对 一 般 的 实 矩 阵 求 解 其 全 部 特征 值 ,然后 用 其 它 
方法 求 特征 天 量 .QR 法 的 主要 优点 是 算法 稳定 。 当 系统 矩阵 为 上 
海 条 堡 型 或 三 对 角 型 时 ,QR 法 特别 显得 简便 ,在 大 多 数 情形 下 ， 
QR 法 被 认为 是 求解 一 般 实 矩阵 特征 值 问题 的 最 有 效 的 方法 。 

有 限 元 动力 分 析 中 常用 的 HQRI 法 ,就 是 用 豪 斯 霍 尔 德 变换 
将 实 对 称 和 矩阵 化 为 三 对 角 阵 ,再 用 QR 法 求 特征 值 ,最 后 用 逆 迭 代 
法 求 特征 矢量 。 


5.6 系统 动力 响应 的 一 般 公 式 


前 已 指出 ,多 自由 度 线性 阻尼 系统 的 响应 问题 ,总 可 以 通过 实 
模 态 分 析 或 复 模 态 分 析 ,归结 为 者 干 个 单 自 由 度 系 统 或 一 阶 系统 
的 模 态 啊 应 问题 ,下面 分 别 就 初始 激励 、 复 谐 和 激励 以 及 任意 形式 
的 激励 ,给 出 系统 啊 应 的 一 般 公 式 。 


5.6.1 非 对 称 系 统 非 经 典 阻 尼 情 形 


1]， 上 自由 振动 
设 系 统 的 初始 条 件 为 
x(0) = Xo, XO0)—= x ， t=0 
从 而 有 
Xo 
y(0) = | z(0)= Uy(0) 
考虑 到 
VIMU = diag[m’ ] 
由 此 得 


U = diagl (Gn: ) VM 
因而 有 
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『Ay ro mm] [xo 
z(0) = diag| On! ) 了 | | | | | | 


V mm C 


或 号 成 


y 
7 [Amx, 十 WX 十 cr, |， 7 一 一 ] ， 299 9 I 


这 时 ,系统 的 复 模 态 日 由 振动 微分 方程 是 写 为 


,CO— Az,=0, r=1, ,2n 
人 它 对 应 于 上 述 初 始 条 件 z,(0) 的 解 为 


>, = z,(0)e% 


z,(0) = 


T 
D , 
一 7 LA mx 十 mx 十 cxo je 
返回 到 原 系 统 , 有 
x 一 KZ 一 > 


2 HT 
一 > 了 [Am 十 x) 十 cxo je (5. 6. 1) 


2. 任意 激励 下 的 动 响应 
设 系统 的 激励 Fi) 为 时 间 的 任意 涌 数 。 这 时 ,相应 的 广义 激 
励 为 diag[ Cm ) :IFG) ,因而 , 模 态 运动 微分 方程 
z, — hz, = mm’ ) vr f(t) 
对 应 于 零 初 始 条 件 的 解 可 表示 为 
z, 一 (72 ) | fler ndr 


返回 到 原 系 统 , 有 
NT 
一 Wz 一 局 
2 Tr 
2 Se jen .6.2) 
Hi J 0 


"二 | 


以 上 为 对 应 于 零 初始 条 件 的 动 响应 ,如 需 考虑 非 零 初始 条 件 , 则 尚 
需 加 上 式 (5. 6. 1) 所 示 目 由 振动 部 分 ， 
3. 复 谐 和 响应 


第 五 章 多 自由 度 线性 系统 的 振动 157 


re 


设 系统 的 激励 f(1) 为 复 谐 和 上 晒 数 , 即 
f (0) — few 
式 中 了 表示 力 幅 列 阵 . 将 这 一 fG) 代入 人 零 初 始 条 件 下 动 啊 应 的 一 
般 公 式 (5. 6.2), 可 得 


2 T 
7X 一 > r/o I — @e”!) (5. 6. 3) 


一 mm, (Ww 一 全) 
上 式 右 端 包含 e” 的 项 代表 激励 引起 的 系统 稳 态 强迫 振动 ;而 包含 
e” 的 项 代表 激励 引起 的 系统 瞬 态 自由 振动 , 它 将 随时 间 的 推移 而 
逐渐 消逝 。 如 果 只 需 考 虑 系统 的 稳 态 强迫 振动 , 则 有 


2 
oo uy, f ji 
或 写成 
27 
Wf , 
ey Dw A (5. 6. 4a) 


5.6.2 对 称 系 统 非 经 典 阻 尼 情 形 
对 于 对 称 系统 ,有 


UH 二 VY 


因此 ,只 要 将 上 一 情形 中 所 有 公式 中 的 v 都 换 为 就 可 以 了 。 
5.6.3 ”对称 系统 经 典 阻尼 情形 


对 于 经 典 阻尼 情形 ,进一步 有 
ey A 
在 亚 临 者 阻尼 情形 下 , 记 


de 


A, 一 op, 十 ]7,p,， 2, -一 ] 一 Or 


Kim¥, = M,, XicX, = 2¢,p,M, 
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m, 一 着"L2112 + clX, = j27,p,.M, 
且 有 
Mm, mn 7 一 上 7 
最 终 可 推 得 亚 临 界 经 典 阻 尼 情 形 下 的 系统 动 啊 应 公式 如 下 : 
1. 自由 振动 
q 


n T 
4 让, ,. 
=== >》， MM 5 Ccosn, pst 一 Dp mx 
r 一 ] 六 r 


十 1 sing pCmx 十 cxro) | 《5. 6. 5 ) 
rp 
2. 任意 激励 下 的 动 响应 


x 二 3 S| fe tm nsingp (t — rdr (5. 6.6) 
r= |] 7,p.M, 0 和 


3. 复 谐 和 响应 ( 稳 态 ) 


XXTf 


二 OO el " (5. 6.7) 
yy ww’ 十 J]26,p,%) 


$.6.4 几 点 小 议 


(1) 系统 的 复 谐 和 啊 应 是 各 个 模 态 复 谐 和 响应 的 全 加。 从 经 
典 阻尼 与 非 经 上 典 阻 尼 情 形 的 复 谐 和 啊 应 公式 ,不 难看 到 两 种 情 形 
下 纯 模 态 啊 应 之 间 的 一 个 根本 差别 。 
如 朵 把 复 谐 和 激励 看 做 复 平面 上 的 一 个 旋转 天 量 , 那 未 在 系 
统 的 纯 模 态 复 谐 和 啊 应 中 ,各 个 啊 应 分 量 也 可 以 用 一 组 旋转 矢量 
来 表示 。 
在 经 典 阻尼 情形 ,从 式 (5. 6.7) 可 以 看 到 ,单个 模 态 响应 x, 可 
表示 为 
x,— oe 
其 中 ww 为 一 复 常 数 , 妈 有 
X,f 


~ ,— 0, 
Mp oropw) 1! 
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于 是 ,x, 可 表示 为 
¥, 一 OX, 

因而 , 纯 模 态 啊 应 x, 可 以 用 一 组 共 线 矢量 来 表示 ,它们 以 角速度 久 
作 整 体 转动 。 

而 在 非 经 典 阻尼 情形 ,从 式 (5. 6.4) 可 以 看 到 ,单个 复 模 态 响 
应 Xx, 可 表示 为 

x, = Bue”™ 
其 中 BB, 为 一 复 常 数 , 即 有 
多 
p= 

注意 ,u, 是 复 模 态 , 它 的 各 个 分 量 之 间 彼 此 存在 着 一 定 的 相位 差 。 
因此 , 纯 复 模 态 响应 x, 需要 用 一 组 彼此 有 一 定 相 位 差 的 共 点 矢量 
来 表示 ,它们 一 起 以 角速度 w 作 整体 转动 。 

由 欧 拉 公式 
jw 一 coswt 十 jsinwt 
复 谐 和 激励 的 实 部 与 虚 部 ( 即 旋转 矢量 在 实 轴 与 虚 轴 上 的 投影 ) 
分 别 表示 余弦 与 正弦 激励 .相应 地 , 复 谐 和 响应 的 实 部 与 虚 部 分 别 
表示 系统 在 余弦 与 正弦 激励 下 的 响应 , 即 有 

xX, = xX; 十 JJ 

如 果 只 考虑 余弦 或 正弦 激励 , 那 末 在 经 典 阻尼 情形 下 , 纯 模 态 运 动 
x' (或 x*) 的 各 个 分 量 将 同时 通过 零 值 ,并 同时 达到 极 值 , 换 句 话 
说 ,各 个 分 量 运 动 或 是 同 相 ,或 是 反 相 ,而 在 非 经 典 阻尼 和 情形 下 , 纯 
复 模 态 运 动 x (或 x’”) 的 各 个 分 量 之 间 有 大 于 零 且 小 于 交 的 相位 
差 , 因 而 六 (或 x!*) 的 各 个 分 量 不 会 同时 通过 零 值 ,也 不 同时 达到 
极 值 .对 照例 5. 3.1 与 例 5.4.1 的 结果 ,也 可 以 看 到 这 一 点 。 

(2) 在 正弦 激 振 试验 中 , 当 纯 模 态 谐 和 响应 的 各 个 分 量 仅 作 
同 相 与 反 相 运动 时 ,可 以 明显 地 观察 到 振 型 节点 ,反之 , 当 纯 模 态 
谐 和 响应 的 各 个 分 量 之 间 存 在 一 定 非 零 非 x 的 相位 差 时 ,就 无 法 


本 
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观察 到 明显 的 振 型 节点 ,因此 ,可 以 从 正弦 激 振 试验 中 能 否 观 察 到 
驻 定 的 振 型 节点 来 判断 该 系统 是 否 属于 经 典 阻尼 情形 。 

(3) 从 经 典 阻尼 情形 下 复 谐 和 响应 的 公式 还 可 以 看 到 ,如 果 
要 在 多 点 正弦 激 振 试验 中 激发 起 系统 的 纯 模 态 运动 ,例如 第 & 阶 
模 态 运动 , 则 必须 满足 如 下 条 件 

X,f=0,，r 关 上 & 

也 就 是 说 , 激 振 力 矢量 必须 同时 与 其 余 一 1 个 主 振 型 正 交 。 从 实 
模 态 关于 M 与 K 的 加 权 正 交 性 可 知 , 当 a.B 为 任意 常数 , 且 / = 
(aM 十 BK)X 时 ,就 能 满足 上 述 条 件 . 但 在 试验 中 要 实现 这 一 点 
并 不 容易 ,因为 事先 对 所 需 激 发 的 主 振 型 X, 尚 无 了 解 , 由 此 可 见 ， 
多 点 调 力 激 振 试验 中 纯 模 态 运动 的 调试 激发 过 程 实际 上 只 能 是 一 
个 到 交通 近 过 和 

假设 上 述 正 交 条 件 已 经 满足 ,为 了 实现 纯 模 态 共振 ,还 必须 使 
人 
十 bp:y ,i pat x/2) 

Cp? 

见 , 共 振 纯 模 态 响 应 相对 于 激励 有 -> 的 相位 滞后 。 


例 5.6.1 设 图 5.6.1(a) 所 示 系 统 中 右 端 质量 上 作用 着 正 
弦 激 励 Fsinwt, 求 此 系统 的 定 弟 强迫 振动 啊 应 ， 


解 。” 记 p? 一 人 ,此 系统 的 固有 频率 的 平方 值 可 求 得 为 


pi = 0.198 8: 
pi: = 1.555p’ 
p; = 3.247 万 


相应 的 主 振 型 可 求 得 为 
Xi 一 [1 1.802 2.247] 
X,= [1 0.445 一 0.802】 
X=[1 一 1.247 0.555] 
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系统 的 质量 矩阵 为 M = m1; 系统 的 模 态 质量 可 求 得 为 


M, = 9.296 m 
M, = 1.837 m 
A1 = 2.863 m 
系统 的 激励 列 阵 可 表示 为 
Fo 一 [0 0 Fl sinwt 


2 | | 
， | \ 
| \ 
上 7/ \、 
OL 7 ~~ 
(p/p) (p/p) 〔( 力 ;1/ 户 ) 
Qz | | 
“|| | 
人 


1 3 (w/p)’ 
(d) 


图 5.6.1 3 自由 度 系统 及 其 定常 啊 应 
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由 式 (5. 6. 7)， 人 振动 啊 应 可 表示 为 
= > 1 Me jf) 
三 fe a, rp Fsinwt (5. 6. 8) 


式 中 a 与 ws 为 系统 对 应 于 其 右 端 谐 和 输入 的 动 柔 度 ( 位 移 导 
纳 )。 将 上 述 数据 代 和 人 式 (5. 6.8) ,可 得 


1 | 0.242 0.436 ,0.194 
kl019%8—Y 1.555— YY: 3.247 一 好 
二 | 0:436 0.194 0.242 
~ kl0.198—7Y: 1.555— 7 3.247—7’ 
2 i | 02543 0.35 ,0.108 
kl0.198—7Y 1.555— 7 3.247— 7 


式 中 /二 包 。 再 记 X 一 名 vi 一 1,2,3; 上 述 结果 可 绘 成 系统 动 柔 度 


曲线 ， 岂 称 幅 频 响应 应 岗 线 或 放大 率 曲线 ,如 图 5. 6. 1Cd) 所 示 。 图 中 
实 线 表 示 与 激励 同 相 竟 谐 和 响应 ， 而 虚线 表示 与 激励 反 相 的 谐 和 
响应 ,从 图 上 可 以 看 到 ,共振 发 生 在 激励 频率 等 于 系统 固有 频率 的 
时 候 。 另 外 , 当 7? = 1 或 3 时 , 右 端 质量 处 的 定常 强迫 振动 振 幅 等 
于 零 , 即 出 现 反共 振 ; 又 当 7Y? = 2 时 ,在 中 间 质 量 处 出 现 反 共振 。 读 
者 不 难 验证 ,p 与 V 3p 正 是 右 端 质量 左 测 子 系 统 的 固有 频率 , 见 
图 5. 6. 1(6), 当 激励 频率 w= 二 p 或 XY 3p 时 ,这 一 子 系统 充当 了 动 
力 吸 振 器 的 角色 ;又 V2p 正 是 中 间 质 量 左 侧 子 系统 的 固有 频率 ， 
见 图 5. 6. 1(c) , 当 激 励 频率 w= V2p 时 ,这 一 子 系统 起 了 动力 吸 
振 器 的 作用 。 

反共 振 现象 在 减 振 与 隔 振 中 有 许多 工程 应 用 ,最 典型 的 例子 
是 动力 吸 振 器 ,关于 反共 振 的 一 般 规律 请 参阅 有 关 文 献 ， 


Q) 方 辐 .多 自由 度 系统 中 的 反共 振 . 力学 学 报 ,1979(4) 
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5.7 系统 脉冲 啊 应 和 矩阵 与 传递 函数 系 阵 


设 自由 度 线性 阻尼 系统 在 t = 0 时 受到 单位 冲 量 对 角 和 矩阵 
的 作用 。 这 时 ,系统 的 运动 微分 方程 为 由 
mx 二 cx kx = f(t) = 16() 
在 和 零 初 始 条 件 下 ,系统 对 应 于 此 单位 冲 量 对 角 和 矩阵 激励 的 响应 , 称 
为 系统 的 脉冲 咬 应 矩阵, 记 为 h(z) ,在 非 对 称 系 统 非 经 典 阻 尼 情 形 
下 ,由 式 (5. 6. 2), 可 得 


2n Tp 
h(t) _ >) Wi, I(r er ?dr 
产 一 】 ~ 
2 
一 


mr 


-> 一 er (5.7.1) 
或 写成 

h(t) = udiag| 7 | (5. 7. 1a) 
在 对 称 系统 经 典 阻 足 情形 下 ,由 式 45.6.6) ,可 得 


h(t) = Ss A € rors1iny, p,t (5.7.2) 
~ YP-iM, 


或 写成 
h(t) = Adiag[ (7,p,M,) Ie sinn,p,t |A' (5.7.2a; 
系统 脉冲 啊 应 矩阵 Ri) 的 拉 普 拉 斯 变换 于 (s) ,定义 为 系统 化 
传 雍 消 数 矩阵 ,在 非 对 称 系 统 非 经 典 阻 尼 情 形 下 ,对 式 (5.7.1) 了 
拉 普 拉 斯 变换 ,可 得 


H(s) = > Ee (5.7.3) 


; , 
Mm, (s— A,) 


或 与 成 


(1 本 方程 中 x 应 理解 为 x Xn 阶 响应 矩阵 ， 
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H(s) 一 udiag| xm (GS—A)l YY (5. 7. 3a) 
在 对 称 系 统 经 典 阻尼 情形 下 ,对 式 (5.7.2) 取 拉 普 拉 斯 变换 ,可 得 


H(s) = > 和 (5. 7.4) 
或 写成 
H(s) = Adiag[ M,(s* + 26,p,s + pi)| A (5.7.4a) 

在 系统 的 传递 函数 矩阵 中 , 令 * 二 jw, 得 系统 的 频率 特性 矩 
阵 。 系 统 的 脉冲 响应 和 矩阵 与 频率 特性 和 矩阵 之 间 存 在 傅 里 时 变换 对 
关系 。 

系统 的 传递 也 数 矩阵 也 可 以 通过 对 系统 的 特征 和 矩阵 求 逆 而 
得 。 系 统 (5. 4.1) 的 特征 矩阵 定义 为 

DG) 一 人 了 十 se 十 天 
它 的 行列 式 称 为 特征 行列 式 , 记 为 
A(s) = |D(s)| 

特征 和 抑 阵 的 逆 阵 也 就 是 系统 的 传递 函数 算 阵 ,由 D(s) 求 逆 , 可 得 


Bts) 
A(s) 


H(s) 三 DD (s) = (5. 7.5) 


式 中 B(s) 是 D(;) 的 伴随 矩阵 。 
当 系 统 的 各 个 特征 值 都 是 单 根 时 ,有 
A(s) 一 | 一 个 )…( 一 人 4) 


于 是 , 式 (5.7.5) 可 展 成 部 分 分 式 

H(s) = > < 全 (5.7.6) 
这 时 ,各 个 入 是 H(s) 的 一 阶 极点 ,而 各 个 待定 的 和正 是 H(s) 在 多 
处 的 留 数 矩 阵 , 并 可 确定 如 下 


4; 一 《一 A)D 1'(s) | 一 


BCX,) 
A’ (A,) 


式 中 
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A (1,) = SACs) 天 10 
用 一 


注意 ,由 式 (5.7.5), 有 
A(YT = D(s)B(s) = B(s) Ds) (5.7.7) 
当 s 二 4 时 ,有 
DOAVBO) = BODGA)= 0 
可 见 ,B(4)) 中 各 列 正比 于 系统 的 右 特 征 矢量 j, 而 B(A;) 中 各 行 
正比 于 系统 左 特征 矢量 的 转 置 vj ,因而 B(4)) 可 表示 为 
BOM) = any 
其 中 a 为 待定 常数 ,下 面 来 看 如 何 确定 a。 
式 (5.7.7) 对 s 求 导数 ,可 得 
A (YT = D (ss)BGs) + D(s)B’' (s) 
= |2sm + clB(s) + D(Cs)B’' (s) 
上 式 中 令 s 二 ,可 得 
A CA)T = al2Am 十 ce + DCO,)B' (4) 
对 上 式 两 端 前 乘 以 v; ,有 
ACAD = oy;L 2Am clayv; 


一 QMm yy 
由 此 可 得 
A (NW) 
= 
工 
A, = 二 (5.7.8; 
7 


从 而 由 式 (5,7.6), 系 统 的 传递 肾 数 矩阵 可 表示 为 


2 


下 
AN ujy; 
Hs) = 之 MsS 一 A;) 


它 与 式 (5.7.3) 是 完全 一 致 的 。 
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对 于 系统 有 重 特征 值 的 情形 , 设 系统 的 相 异 特征 值 为 入 ,i = 
l,*… ,Am a, 为 相应 的 重 数 , 因 而 有 


3 一 2Z77 

这 时 , 式 (5.7.5) 中 的 BGs) 与 A(s) 有 公 因 子 , 在 消去 公 因 子 后 ,可 
得 
Bs) 
p(s) 
其 中 gks) 为 系统 的 最 小 多 项 式 , 而 Bls) 为 伴随 矩阵 BGs) 在 消去 
公 因 子 后 剩余 的 矩阵 。 

当 系 统 非 亏损 时 ,对 应 于 每 个 重 特征 值 ,总 能 找到 a 个 独立 
的 左右 特征 矢量 ,它们 的 正 交 基 可 分 别 表示 为 [rj 与 [4];, 且 可 规 
学 化 为 


D(s) ”= (5. 7.9) 


[yjl2Am+ cllul,= m1 
这 时 ,系统 的 最 小 多 项 式 为 
ps) 一 (人 一 个 ) 1 (5 — A,) 
因而 ,H(s) 可 展开 为 


Tr 


bb AA. 
| 1 
Hs) 加 2 3 A; 
~ BoA 
A = (s — AD)|,, = 了 


由 式 (5. 7.9), 有 

gs = DCs)B(s) = BC)DGs) 
当 s 二 A 时 ,有 

DOA)BGOA) = BVIDGA)=0 
可 见 ,B(4) 中 各 列 可 以 由 系统 的 w 个 独立 的 右 特征 矢量 线性 表 
示 ,而 好 (4) 中 各 行 可 以 由 系统 的 a 个 独立 的 转 置 左 特 征 矢量 线性 
表示 ,对 于 4; 也 可 以 得 出 同样 的 结论 .不 难 证 明 , 这 时 ,系统 的 传 
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递 图 数 窍 阵 最 终 可 表示 为 


a rir 
H(s) = > (5. 7.10) 


当 系 统 无 重 特征 根 时 ,上 式 就 退化 为 式 (5.7. 3)。 

以 上 得 到 的 系统 传递 函数 窍 阵 的 留 数 矩阵 与 系统 特征 对 之 间 
的 关系 极为 重要 ,在 试验 模 态 分 析 中 ,主要 是 根据 这 种 关系 来 识别 
系统 的 模 态 参数 的 。 

试验 模 态 分 析 有 四 个 主要 环 市 : 

(1) 动态 测试 :包括 激 振 试验 与 数据 采集 ， 

(2) 动态 特性 估计 :根据 实测 数据 来 估计 系统 的 频 域 或 时 域 
的 动态 特性 。 

(3) 模 态 识别 :根据 估计 的 动态 特性 来 确定 系统 的 模 态 参数 。 

(4) 模 态 检验 :检验 所 得 试验 模 态 的 精度 与 可 靠 程度 。 

试验 模 态 分 析 技 术 是 从 60 年 代 开 始 发 展 起 来 的 ,现在 已 经 有 
了 许多 重要 进展 , 感 兴趣 的 读者 请 参阅 书 末 所 列 有 关 专 著 ， 


5.8 求 系统 响应 的 转移 矩阵 法 


一 般 情形 下 多 自由 度 线性 阻尼 系统 的 运动 微分 方程 可 表示 为 
mx++crx+kx= f(t) 
引入 状态 变量 ,上 述 系 统 可 变换 为 如 下 形式 
y= Ay+ BBFC) (5. 8. 1) 
其 中 


与 方程 (5. 8.1) 相对 应 的 齐 次 亡 程 为 
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y= Ay 
它 的 解 取 如 下 形式 
y= e*y(0) 
其 中 ,矩阵 ee 可 表示 成 级 数 形 式 


< 
e* 一 1 十 1 和 4 十 二 各 十 


现 引 入 2n X 2n 阶 非 奇 异 矩 阵 CC) ,用 它 来 前 乘 式 (5.8. 1) ,得 
Gy 一 CGI4Cy) + GG)BFG) (5. 8. 2 ) 
考虑 到 


d . . 
J (Ct) yy = Cy 十 Cy 


方程 (5.8.2) 可 写 为 


人 (Gy 一 CJ 一 GC47 十 GBFC) (5. 8. 3) 
现 选取 G() ,使 之 满足 
G =— AG (5. 8. 4) 
由 上 式 可 解 得 
G 一 e “G0) 
其 中 


e 4 一 了 一 上 4 十 A 


为 简化 起 见 ,不 妨 取 G(0) 二 1, 从 而 有 


G=e” (5. 8. 5) 
且 不 难看 到 ,有 

AG = GA 
所 滩 方 程 (5.8.4) 也 可 写 为 

G =— GA 


于 是 ,方程 (5. 8. 3) 可 化 为 
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Gy 一 GBF(!) 


由 上 陈 直 接 求 积 分 ,可 得 
GY) = y(0) 十 | GBF (rdr 
对 上 式 前 乘 以 CC (1), 并 考虑 到 式 (5. 8. 5), 可 得 
y(t) = e*y(0) 十 | eoBF (nde (5. 8. 6) 


它 是非 齐 次 方程 (5. 8. 1) 的 全 解 。 

下 述 矩 阵 

D(t, rz) 三 e 
通常 称 为 转移 矩阵 . 它 具 有 如 下 重要 特性 ,通常 称 为 传递 特性 , 即 
有 
Dts, £1) = Ds, to Dt,, £1) 
这 一 特性 给 转移 和 矩阵 的 计算 础 来 很 大 方便 , 即 可 将 时 间 间 隔 分 成 
一 系列 小 间隔 ,在 每 个 小 间隔 内 只 需 用 到 少数 几 项 就 能 保证 级 数 
展 式 的 收 人 后 性 ,这 一 特性 还 隐 含 有 
Dt,,t) = D0, 1,) 
现在 来 看 转移 矩阵 的 算法 .注意 到 


Dt, 0) 一 一 1 十 给 十 太 各 十 … 
实际 计算 中 只 能 取 有 限 项 ,例如 取 ” 项 ,得 
D1 二 1A4 十 下 十 二 A 


nt 


' 1 


上 和 式 可 重新 与 为 
0 一 7 十 才 |7 十 二 4 了 二 4| 7 一 


47+ 4) | 


+…|7+ 
由 此 可 得 递 推 式 
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t 
Ww 二 1 十 一 4 
好 


Wz 二 了 了 十 A 
DO, = 1 tAY,, 
这 一 计算 只 需 n 一 1 个 和 矩阵 乘法 , 当 1 很 大 时 ,需要 保持 nn 相当 大 ， 
才能 保证 中 ,的 收敛 性 ,这 时 ,可 将 时 间 间 隔 必 , 0) 分割 成 一 系列 子 
间 陋 Af = t;C— 站 17 一 1，…， 上 ,由 传递 特性 ,有 
中 (zt, 0) -一 D, (t,,， t,_1) 中 ,人 ， to) 
= [| @:CAz, 0) 


其 中 友 二 t,t 二 0， 
现在 来 看 转移 矩阵 法 与 模 态 分 析 法 之 间 的 关系 。 记 和 窍 阵 4 的 
特征 值 符 阵 为 人 A, A 的 左 、 右 模 态 矩阵 分 别 记 为 V 与 V0, 且 已 正 交 
归 一 化 为 
ViIUVU=I1, ViAU=A 
这 一 关系 也 可 写成 
UV' =I, A= UAVI 
于 是 ,可 以 推 得 
er 二 J 十 1 十 而 入 十 古 


31 
2 
= UVT + tUAVT + UAV'UAV’ 


43 二 ... 


3 
+ UAVUAV UAVT + 
2 3 
= UVT + UAVT + TUXVT + UNVT + 


2 3 : 
=0T 一 以 十 坟 十 而 A 十 3 十 …|V7 
= Ue”V 
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因此 ,系统 的 转移 矩阵 可 表示 为 
PDO, rt) = Ue 
利用 e”“ 的 上 述 表示 式 , 不 难 从 式 (5. 8. 6) 得 到 系统 响应 的 一 般 表 
示 式 
7y(t) = Ue”V'y(0) 十 | DeweoyrBF(rydr (5. 8.7) 


它 类 似 于 由 复 模 态 分 析 法 所 得 系统 响应 的 一 般 形式 . 
5.9 无 约束 结构 的 弹性 模 态 


无 约束 结构 兼 有 弹性 振动 模 态 与 刚体 运动 模 态 ,后 者 相当 于 
零 固 有 频率 的 运动 模 态 .无 约束 结构 的 刚度 和 矩阵 是 奇 弄 的 ,村 致 所 
谓 半 定 系 统 的 特征 值 问题 .这 时 ,往往 需要 从 半 定 系统 中 分 离 出 全 
定子 系统 来 .可 以 通过 多 种 途径 来 达到 这 一 目的 。 本 节 介 绍 采 用 清 
型 缩聚 变换 的 方法 。 

首先 给 出 系统 特征 值 的 变 分 式 。 设 有 多 自由 度 无 阻尼 线性 系 
统 ,其 质量 和 矩阵 为 WM, 刚 度 矩 阵 为 天 。 这 时 ,系统 的 瑞 利 商 可 定义 为 


4 一 三 天 (5. 9. ] ) 


其 中 站 是 假设 振 型 ,可 以 证 明 , 瑞 利 商 在 系统 的 各 个 特征 和 天 量 处 取 
驻 值 ; 当 考取 为 系统 的 各 阶 主 振 型 万 时 , 瑞 利 商 给 出 相应 的 特征 
值 4。 因 此 ,特征 值 问题 的 变 分 式 可 表示 为 


(5. 9. 2) 


式 中 驻 值 st 是 对 X 取 的 ,事实 上 ,上 式 取 驻 值 的 充 要 条 件 是 
BXTTKYX — AMX]=0 

可 见 ,代数 特征 值 问题 与 瑞 利 商 驻 值 问 题 是 完全 等 价 的 。 珊 利 商 表 

示 式 中 的 分 子 与 分 母 都 具有 了 明显 的 物理 意义 .分 子 正 比 于 系统 势 

能 的 幅 值 ,而 分 母 则 正比 于 系统 动能 的 幅 值 .一般 情形 下 , 总 是 


172 振动 理论 及 上 应 用 


正定 的 , 即 对 于 任何 非 零 的 和 ,总 有 
X MT 全 0 
而 对 于 大 来 说 , 它 有 可 能 是 半 正 定 的 , 即 对 于 任何 非 零 的 对 ,有 
XIK¥ 之 0 
当 结 构 具 有 刚体 自由 度 时 ,情况 就 是 如 此 ， 
现在 的 问题 是 如 何 从 半 定 系统 中 消去 刚体 运动 自由 度 , 而 只 
剩 下 全 和 定 的 弹性 系统 。 从 式 (5.9.2) 可 以 看 到 ,要 想得到 非 零 的 特 
征 值 ,只 需 从 假设 振 型 中 去 掉 对 应 于 零 特征 值 的 刚体 运动 模 态 。-- 
般 襄 来 ,无 约束 结构 所 具有 的 刚体 自由 度数 x, 以 及 相应 的 刚体 运 
动 模 态 X;, 二 1，…, 7, 都 不 难 从 物理 上 确定 。 现 假定 这 些 信 息 
都 是 已 知 的 。 
任意 韭 零 的 假设 振 型 了 总 可 表示 为 


7 一 > ,ai (5. 9. 3) 


1 一 1 


式 中 aj 为 常数 ,X; 为 系统 的 主 振 型 ,假设 X; 已 正 交 归 一 化 为 
XTM = 6,,, XIKX,= 40, 
引入 如 下 清 型 变换 算 阵 
C=1— > XX M (5. 9. 4) 
再 作 变 换 
X=CY (5. 9. 5) 
不 难看 到 ,这 时 的 鱼 仪 包括 从 YY 中 清除 了 所 有 刚体 运动 模 态 后 的 
剩余 模 态 .事实 上 , 式 (5. 9. 3) 前 乘 以 XUM ,可 得 
a 一 XIMY 
因而 有 
入 一 (人 一 > ak. 


这 样 ,将 变换 (5.9.5) 代入 变 分 式 (5.9.2) 后 ,可 得 
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7 CIKCY 
A 二 St 二 二 二 
YC MCY 


上 式 可 以 看 作 具 有 质量 矩阵 C MC 与 刚度 矩阵 C KC 的 新 系统 的 
特征 值 问题 .但 是 ,这 样 得 到 的 C "MC 与 C'KC 都 是 奇异 的 ,因为 不 
仅 是 奇异 的 ,而 且 C 也 是 奇异 的 。 

事实 上 , 原 系统 的 特征 矢量 于，…，, XX, 构成 了 维 空间 的 完 
备 正 交 基 。n 维 空 间 的 任 一 非 等 矢量 Y 经 过 C 变换 后 ,上 映射 到 由 
下 -1，…， 天 ,所 张 成 的 子 空 间 内 。 因 而 ;5C 的 秩 是 nn 一 7。 也 就 是 说 ， 
C 的 n 列 中 只 有 nn 一 7 列 是 独立 的 ,所 以 ,只 要 在 C 中 任意 选 定 一 
r 个 独立 的 列 , 划 去 其 余 7 列 ,构成 xn X (x 一 7) 阶 和 矩阵; 同时 在 
Y 中 划 去 相应 的 7 个 元 素 ,构成 n 一 7 维 列 阵 Z; 然 后 取 变 换 


X= PZ 
由 此 可 得 一 缩聚 系统 ,其 质量 上 矩阵 为 
M = PTMP 
其 刚度 矩阵 为 
kK, = PITKP 


不 难看 到 ,Mo 与 K。 都 是 满 秩 的 ,其 秩 为 n 一 7?。 这 样 , 原 半 定 系统 
(M, K) 的 非 零 特 征 值 问 题 可 归结 为 全 定 缩聚 系统 (M,，Ko) 的 特 
征 值 问题 ， 

在 求 出 缩聚 系统 ( 肛 ,，K,) 的 特征 对 (4;, 2Z;) 后 , 原 系 统 (M， 
KK) 的 相应 特征 对 可 得 为 (Ah;，X;), 其 中 

X. = PZ,, i1=7r 二 11, ,nn 

值得 指出 的 是 ,只 要 Z 已 对 及 , 正 交 轨 一 化 , 那 末 对 朋 也 已 是 下 
交 归 一 化 的 。 

上 述 在 矩阵 C 中 划 去 7 列 的 做 法 与 在 列 阵 了 中 划 去 相应 的 7 
个 元 素 的 做 法 ,两 者 是 一 致 的 ,物理 上 ,后 者 可 简单 地 归结 为 在 原 
结构 上 选取 rr 个 点 ,在 其 上 附着 一 个 动 坐标 系 , 使 该 坐标 系 具有 前 
面 所 述 的 > 个 刚体 运动 自由 度 ,而 相对 于 该 动 坐标 系 来 说 , 原 结构 
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县 有 静 定 约束 。 

例 5.9.1 设 有 图 5.9.1 所 示 三 质量 弹性 系统 , 它 具 有 一 个 
刚体 平 动 自由 上 度 。 试 求 其 非 零 特征 值 与 相应 的 特征 矢量 。 

解 系统 的 质量 和 矩阵 为 


Mmili , , 
刚度 矩阵 为 m m 
] —1]1 0 WA 
4 一 《| 一] “ ll 图 5.9.1 半 定 系统 (一 ) 
0 一 1 1 
系统 的 平 动 模 态 可 取 为 
T 
YLL ll 
VV 3m 
由 式 (5. 9, 4), 可 得 
2 一 1 一 1 
加 
C 一 3 1 2 1 
一 一 1 2 


可 见 ,C 中 只 有 两 列 是 独立 的 ,这 时 ,可 以 划 去 C 中 任意 一 列 ,得 P。 
这 相当 于 可 以 将 平 动 坐 标 系 回 连 在 其 中 任何 一 个 质量 上 ,假如 划 
去 第 三 列 , 可 得 
2 一 1 
一 】 
一 一 


作 缩 聚变 换 x = Pz, 可 得 缩聚 系统 
[天 一 AM, jz=0 


忆 一 


其 中 


， 1 一 1 
K。 = P'KP = | 把 
一 1 2? 
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2 一 1 
M.=P MP = | | 


由 此 得 该 纳 聚 系统 的 特征 值 为 
24 
nm ni 


相应 的 特征 矢量 2; 为 
由 缩聚 变换 ,可 得 原 系 统 的 特征 矢量 X,; 为 
X=[1 0 C1],， X=[—1] 2 一] 

例 5.9.2 设 有 图 5.9.2 所 示 三 个 质量 由 弹性 前 切 梁 对 称 地 
连接 而 成 的 系统 , 仅 考 察 各 个 质点 沿 铅 垂 方 回 的 运动 ,系统 有 两 个 
刚体 运动 模式 , 即 铬 垂 方向 的 平 动 与 绕 质 心 的 转动 。 试 求 其 非 零 特 
征 值 以 及 相应 的 特征 矢量 。 

解 系统 的 质量 算 阵 为 


pl 


1} 0 0 nt k 人 11 
MQ=—m0 2 0 
0 0 1 图 5.9.2 半 定 系统 (二 ) 
刚度 矩阵 为 
] 
2 2 
K=&k|—!l 2 一 1 
] ] 
2 | 2 
系统 的 刚体 运动 模 态 可 取 为 
T 
X 一 [1 1 1J 
2 Vm 
工 
y [一 1] 1 
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按 式 (5.9.4), 可 得 


一 2 ] 
可 见 ,C 中 只 有 一 列 是 线性 独立 的 。 这 时 ,可 以 划 去 C 中 任意 两 列 ， 
得 了 为 
PP 一 ll] 一 1 1] 

由 此 得 

PMP=4m 

PIKP=8k 
因而 缩聚 系统 为 


(2k — Am)z=0 
由 此 得 缩聚 系统 的 特征 值 与 特征 矢量 为 


z= 1 
由 缩聚 变换 ,可 得 原 系 统 的 相应 特征 矢量 为 
大 一 [|1 一 1 1 


例 5.9.3 设 有 长 /, 抗 弯 刚 度 为 E7 的 均匀 梁 , 一 端 匀 支 于 
4 ,一端 自由 , 梁 本 身 质量 可 略 去 不 计 ; 梁 上 等 距 安 有 尘 个 相同 的 
集中 质量 ,如 图 5. 9. 3 所 示 。 
系统 有 一 个 刚体 运动 自由 
度 , 即 绕 4 的 转动 . 试 求 系统 
的 弯曲 振动 特征 值 与 相应 的 
特征 天 革 。 图 5.9. 3 半 定 系统 (三 ) 
解 系统 的 质量 矩阵 


为 
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网 度 和 矩阵 为 
24 一 2] 6 po 
K= -2 24 一 9| 尖 入 
| 6 一 9 4 
系统 的 刚体 运动 模 态 可 取 为 
y [1 2 3] 
V 14m 
按 式 (5. 9. 4), 可 得 
13 一 2 一 3 
C 二 二 | 一? 10 一 6 三 [| ro Wa 


一 3 一 0 
不 难看 到 ,C 中 各 列 有 如 下 关系 
22 十 4t。 十 6us3 二 0 
因而 只 有 两 列 是 线性 独立 的 , 故 可 取 P 了 为 


一 一 3 
P = 9 一 
一 了 3 
由 此 得 
5 一 6 
AM, 三 PHMP 一 7| 加 
— 0 10 
l2 一 .2 
K,S=P'KP = ?| | 
— 0 8 l 
令 x 二 1 ,可 得 缩 隧 系统 (M，，K,) 的 特征 方程 为 


be 
m({’ 


re 


一 54 十 12a 64 一 9a 
6 一 9a 一 10 十 8c 
由 此 可 得 缩聚 系统 的 特征 值 为 
_ 47. 66E]1 


A, — 4. 413a TT pf 
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1 = 47.58c = 3 
ml 
缩聚 系统 相应 的 特征 矢量 为 
Z, 一 [0.682 1] 
Z, 一 |1 0.439 | 
按 缩 聚变 换 , 可 得 原 系 统 相 应 的 特征 矢量 为 
X, 一 [一 1.247 一 0.877 1 
X,= [2.878 一 2.939 1 


5.10 模 态 摄 动 问题 


模 态 摄 动 问题 主要 人 研究 结构 参数 变化 的 系统 模 态 参数 的 影 
响 。, 它 在 振动 工程 中 有 许多 应 用 ,例如 ,结构 修改 设计 中 的 重 分 析 、 
结构 优化 设计 中 特征 灵敏 度 分 析 等 .本 节 先 介绍 实 模 态 摄 动 问题 ， 
给 出 其 一 阶 及 二 阶 摄 动 公式 ,以 及 特征 灵敏 度 分 析 ; 然 后 介绍 复 模 
态 摄 动 问题 。 


sS. 10. 1 实 模 态 摄 动 问题 


1. 特征 值 分 析 
实 模 态 分 析 指 出 ,一 个 质量 矩阵 为 M,, 刚度 窍 阵 为 K, 的 nn 日 
由 度 无 阻尼 振动 系统 ,具有 7 个 实 特征 值 


A ， es ,4 
与 之 相应 ,有 7 个 实 特征 天 量 
入 ,， “A 
它们 满足 如 下 主 振 型 方程 
KK, 一代 一 1，…，7 


如 果 对 上 述 系 统 作 某 种 小 修改 ,修改 后 的 质量 趾 阵 M 与 刚度 算 阵 
KK 可 分 别 表示 为 
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MS= M,+eM, KG©= AK, ek, (5.10.1) 
其 中 是 小 参数 。 记 原 系统 的 特征 值 矩 阵 为 
A, = diagl No | 
原 系统 的 实 模 态 窍 阵 为 
4 三 | 居 | 
则 修改 后 系统 的 特征 矩阵 4 与 实 模 态 矩 阵 4 可 表示 为 e 的 医 级 数 ， 
其 为 


人 一 AM 十 sh 十 sh 十 和 … (5. 10. 2) 
A 二 A, 十 eA) 二 eA, 十 …: (5. 10. 3) 
eh 与 分 别 为 4 的 一 阶 与 二 阶 摄 动 ) 而 eh 与 4: 分 别 为 4 的 


一 阶 与 二 阶 摄 动 。 
一 阶 摄 动 的 公式 可 导出 如 下 :假设 原 系 统 的 各 个 特征 矢量 均 
已 归 一 化 为 
NT MT 一 0， XUKo¥,o = ho 


并 记 
A= diag[4], A= [X,. X,| 
A = diag[h;], A;= [Xn,*…, X,,| 
于 是 有 
,二 ,十 EE 二: 
修改 后 系统 的 主 振 型 方程 为 


KX, = AMX, 
将 式 (5. 10.1)、(5.10.2)、(5. 10.3) 代 和信 上 式 后 ,得 
(Ko, 十 eR) CXo 十 十 …) 

二 (Ms 十 EN; 十 …)(M 二 eM) (Xo 十 十) 
上 式 展 开 后 ,比较 s 的 同 次 医 项 ,得 

£°, KX, = AM.,X,. 

< ， KY + KX = A ME, + AM ¥,, 十 4。 

(5. 10. 4) 


180 振动 理论 及 应 用 


注意 , 当 各 个 Mu 各 不 相同 时 ,和 矩阵 4。 中 各 列 构成 维 空间 的 一 组 
完 鱼 正 交 基 , 故 站; 可 表示 为 


AX, 一 > a¥o, 1 1,""*,n (5. 10. 5) 
k=1 


对 式 (5. 10. 4) 前 乘 以 于 ww, 并 用 式 (5.10.5) 代入 ,考虑 到 各 个 站。 
关于 M, 与 K。 的 加 权 正 交 性 ,有 
KUKoai¥, + XoK YX, 
= AXIMoa Ko + A EIM XY, + TH 

由 此 得 

A; = KLIK 一 AM OX, i=],n (5.10.6) 
对 式 (5. 10. 4) 前 乘 以 下 %, 并 利用 式 (5. 10. 5), 则 有 

Xo Roa Ho, + RoK, XN, 
— AXLM,aY,, + A XLM 十 和 


由 此 得 
ai 一 (1 一 和) 于 (着 CC— AM)N,, i 关上 
(5. 10. 7 ) 
当 1 一 & 时 ,可 取 
mi 一 一 FXEMX, (5. 10. 8) 
于 是 , 式 (5. 10. 5) 可 写成 矩阵 形式 
A, = Al oa] (5, 10. 5a) 
其 中 ai 由 式 (5. 10.7) 与 式 (5. 10. 8) 确定 。 
类 似 地 ,可 得 二 阶 摄 动 公式 为 
1 = ELK KE, — A XEM KN — A KLMOX, 
— ARiM XN 1S= 1], ,nn (5. 10. 9) 


Xs = OD BaXo, i=1,.,n (5. 10. 10) 
&= 1 


第 五 章 ”多 自由 度 线性 系统 的 振动 181 


或 
A; = Ao[ Bi (5. 10. 10a) 
其 中 
Ba = Cho — hi) TEL{CK, — A M, — AMOX, — NM XY,), 
i 当天 
B, =— SF (XIMoXY + KIM + ME) 


以 上 的 推导 中 假设 了 各 个 4 都 不 相同 。 如 末 4o 为 * 重 特征 值 ， 

且 系 统 是 非 亏 损 的 ,从 而 相应 地 有 一 组 个 线性 独立 的 特征 天 量 
半 二 | 时, … | 
这 时 ,可 以 从 上 述 特征 天 量 组 的 茶 个 线性 组 合 出 发 来 进行 摄 动 , 即 
设 
X= Xa 

其 中 a 二 _a,… a,j] 为 待定 的 常数 列 阵 ,。 于 是 ,特征 值 的 一 阶 摄 
动 4 可 由 下 述 特征 值 问 题 求 得 


[XTCK, 十 MMOX— Nlla=0 (5.10.11) 
例 5.10.1 设 原 系统 质量 矩阵 为 MM, 二 1, 刚度 矩阵 为 

2.5 一 1.0 0 

Ks, 一 1 一 1.0 5.0 一 V2 
0 一 2 10 

修改 后 ,质量 矩阵 保持 不 变 , 而 刚度 矩阵 变 为 

2.6 一 1.1 0 

K= |—1.1 5.2 一 V2 
0 一 V2 10 


求 修改 后 系统 特征 值 与 特征 矢量 的 一 阶 摄 动 。 
解 ” 原 系统 的 特征 值 与 妇 一 化 特征 矢量 可 求 得 为 
Ao] ~ 2,119 32， Ap» 一 5， A 一 10. 380 68 
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大 = [0.932 67 0.355 05 0.063 72 1 


X,, 一 [0.35921 一 0.89803 一 0.25400】 
天 一 [0.03297 一 0.25979 0.965 10] 
由 题 设 
0.1 一 0.1 0 
EK 一 天 一 着 一 | 一 0.1 0.2 0 
0 0 0 


由 式 (5. 10. 6) ,可 得 修改 后 系统 特征 值 的 一 阶 摄 动 为 
eA = KoeK KX, = 0.045 97 
eM, = KsEK KE,, = 0.238 71 
eX,, — XT,eK,X,, = 0.015 32 

为 求 特征 矢量 的 一 阶 摄 动 , 先 求 出 各 个 ax 如 下 


Ol, -一 一 Oy] 一 一 (A — N02) Eo,EKRK X,, -一 0, 014 14 
Qs GO 二 Q;3 一 (A -一 ho3) IRisEKR, XY,, = 一 0. 000 93 
0 一 Qo = 一 (4 一 MA) KIER,X,, 一 0, Ql1l 1]% 


由 式 (5. 10. 5) 可 得 各 特征 矢量 的 一 阶 摄 动 为 
eX =[— 0.00511 0.012 94 0.002 69 站 
ce， = [0.012 82 0.00792 一 0.009 891] 
eX's 一 [0.00488 一 0.00971 一 0.002 78]" 

因而 ,修改 后 系统 特征 值 与 特征 矢量 的 一 阶 近似 分 别 为 
A 一 2.165 29， 兄 一 5.23871， 一 10.3960 
X 一 [0.927 47 0.367 95 0.066 40] 
X,=|0.371 97 一 0.88996 一 0.263 84 | 
X=[0.037 85 一 0.29948 0.962 26] 

已 知 修改 后 系统 特征 值 与 特征 矢量 的 准确 解 为 
A 一 2.16475， 心 一 5.23855 4 二 10.3968 
X= [0.927 81 0.367 12 0.066 26】 
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X,=|[0.37]1 10 一 0.89016 一 0.26439T 


X= [0.038 08 一 0.26989 0.962 14 于 
比 较 上 述 准 确 解 与 一 阶 近似 解 , 可 见 在 本 例 中 一 阶 摄 动 法 的 结果 
还 是 相当 满意 的 。 
2. 特征 灵敏 度 分 析 
特征 灵敏 度 是 指 系统 模 态 参数 随 系统 物 理 参 数 s 的 变化 率 。 
设 系统 的 自由 振动 微分 方程 可 表示 为 
Mx+ Kr=0 


M 与 假设 是 对 称 矩 阵 , 其 中 包含 系统 的 各 个 物理 参数 ,为 书写 简 


便 ,引入 特征 矩阵 D, 其 为 
D=EK— AM 
于 是 , 主 振 型 方程 可 写成 


DX 一 0 
志 
一 天 一 11 
则 有 
DX,=:0 (5. 10. 12) 
对 上 式 前 乘 以 《i ,得 
XID,X,= 0 
上 式 对 物理 参数 求 偏 导 数 , 可 得 
XD ,4 XT OD'x, + XID SX -0 
ds 9 5 gs 
注意 到 
X;:D; = 0 
故 有 
和 | 


于 是 ,对 于 归 一 化 振 型 大 ， 有 
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34 yrlok 1 9 加 


mr 


Os .95s 和 Qs 
这 就 是 系统 特征 值 随 s 变化 的 灵敏 度 公 起, 让 接 对 式 (5. 10. 12) 求 
导数 ,可 得 


X, (5. 10. 13) 


94; 3 
ds os 
从 上 式 出 发 ,不 难 推 得 特征 天 量 的 灵敏 度 公 王 
， 了 _ Dol, (5, 10, 14) 
其 中 
,wilakKk ,aoM 
= (A — 1) x7 | A Fe NX ?££ 
.lyroM 
Cii 一 pt xX, 
或 写成 矩阵 形式 ,有 
34 1 ， 
Fe -一 Alc, | (5. 10, 14da) 


在 许多 情形 下 ,刚度 矩阵 与 质量 矩阵 难以 表示 为 物理 参数 ; 
的 显明 数 , 因 此 ,人 们 常 把 特征 灵敏 度 的 微分 公式 改 成 近似 的 摄 动 
公式 , 设 对 应 于 物理 参数 的 变化 As, 系统 刚度 矩阵 与 质量 矩阵 的 
变化 为 AK 与 AM ;而 由 此 引起 的 特征 值 与 特征 矢量 的 摄 动 分 别 为 
A 与 AX;, 则 系统 的 特征 灵敏 度 公 趟 可 近似 为 

MW A, aX AY, 
As os As 
其 中 Au 与 AX; 可 按 前 壕 摄 动 公式 来 计算 . 

例 5.10.2 考察 图 5. 10. 1 所 示 由 多 个 质量 与 弹簧 串联 而 成 
的 无 阻尼 振动 系统 . 试 求 系统 特征 但 的 灵敏 度 。 

解 ”串联 系统 的 特点 是 质量 矩阵 M 为 对 角 阵 ,而 刚度 矩阵 为 
三 对 角 阵 。 即 有 


(5. 10. 15， 


M = diag[m, | 
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K = trid[lk,, | 
其 中 
Ri = k; 1 十 k， 1 二 1, ,n 
Ri it! = Risi,; = ~— k;, 一]， ,7 一 ] 
天 ， 上 
人 372 
777777 TTTTTTV 


图 5.10.1 串联 弹 移 .质量 系统 


这 时 ,系统 的 物理 参数 m; 仅 包 含 在 质量 系 阵 M 内 ,而 及 仅 包 含 在 
刚度 符 阵 天 内 。 故 有 


9M _ 9K _, 
dk dm, 
有 旦 有 
aM ,， _、 
J = diag[ 6d,, | 
+ 
以 及 
aK 
Qk. 一 trldLo | 
2 
其 中 
Pj 一 Di 二 OH 二 OH 一 一 外 
其 余 0 均 为 零 。 
由 此 可 得 
dA 
3 Kid j=1, ,7 
J 
A vv， OA 
Ih Ni gh i 
I 
“= (KX; Xi), j=1,",n—1 
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可 见 ,串联 系统 仍 保 持 着 1 自由 度 系统 的 如 下 特性 : 增 大 质量 将 降 
低 系 统 的 固有 频率 ,而 增 大 刚度 则 会 提高 系统 的 固有 频率 ,实际 
上 ,这 也 是 一 般 的 多 自由 度 振动 系统 的 固有 属性 。 


5.10.2 ” 复 模 态 摄 动 问 题 山 


复 模 态 摄 动 问题 通常 是 从 状态 变量 系统 出 发 进行 讨论 的 , 设 
有 自由 度 线性 系统 
mu+cuiku= 0 (5. 10. 16) 
在 非 对 称 、 非 经 典 阳 尼 情 形 下 ,mc. 太 都 是 一 般 的 n Xn 阶 实 秆 阵 ， 
其 中 m 假设 为 正定 的 ,通过 引入 状态 变量 


- 


系统 (5. 10. 16) 可 化 为 关于 x 的 入 (二 2n) 阶 状态 变量 系统 
Mx Kx=0 (5. 10. 17) 


0 m mm 0 
Ml 
m 5c 0 一 无 


系统 (5. 10. 17) 的 特征 值 问 题 可 表示 为 

Kx = AM ,x (5. 10. 18) 
由 此 可 确定 N 个 特征 值 h 与 N 个 右 特征 矢量 xzo, 它 们 一 般 都 是 
复 的 ,各 个 xo; 可 规范 化 为 


其 中 


Xoxo = 1 1i=1,…,N (5. 10. 19) 
确定 系统 左 特 征 矢量 的 伴随 特征 值 问 题 可 表示 为 
Kiy = AMiy (5. 10. 20) 


式 (5.10.20) 与 式 (5.10.18) 具有 公共 的 特征 值 , 不 过 特征 矢量 将 


由 刘 济 科 , 张 完 民 , 备 光 . 对 复 模 态 矩阵 摄 动 法 的 补充 . 航空 动力 学 报 ,1996， 
11(1).,97 一 99 
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有 所 不 同 . 由 式 (5.10.20) 可 确定 N 个 左 特征 矢量 yw。5.4 节 中 已 
经 提 到 ,上 述 左 、 右 特征 和 失 量 之 间 存 在 着 互 正 交 关系 
yeMoxo; = 6;, yiKoxo; = M6,, (5.10.21) 
当 系 统 参数 发 生变 化 时 ,mc 将 有 所 变化 ,从 而 村 ,与 ,也 
有 相应 的 变化 , 现 设 M, 与 K, 的 变化 量 ( 摄 动 ) 分 别 为 eM 与 eK;， 
其 中 是 小 参数 .于 是 , 摄 动 系统 的 左 、 右 特征 值 问题 可 表示 为 
(Ks, 二 + eK 一 A(M, + eM )x (5. 10. 22) 
(Ko eKki) y= AM, + eM)'y (5. 10. 23) 
对 应 于 第 : 阶 复 模 态 , 摄 动 系统 的 公共 特征 值 记 为 内 ,而 左 . 右 特 征 
和 天 量 分 别 记 为 Xi 与 y,。 
暂 先 讨论 原 系 统 的 各 个 4 各 不 相等 的 情形 。 这 时 , 摄 动 系统 
的 特征 值 与 特征 矢量 可 表示 成 如 下 笑 级 数 形式 


A 二 Ni 十 Eh 十 (5. 10. 24) 
X; 一 Yo 十 EX1; 十 (5. 10. 25) 
y; = yo Tt Ey (5. 10. 26) 
将 式 (5. 10. 24) 与 式 (5.10.25) 代 入 式 (5. 10. 22), 比 较 e 的 同 次 客 
系数 ,可 得 
Es: Koxo = MM oxo, (5. 10. 27) 


EeE: Kx Kixo = AMox; + MMixo + AM xo (5. 10. 28) 


同 理 ,将 式 (5. 10. 24) 与 式 (5. 10. 26) 代入 式 (5. 10.23), 可 得 
es, Kiy, = AAA (5. 10. 29) 
e: Koyit Kiyo 一 Ma + MMiyo tt AMoyo (5.10.30) 


相应 于 式 (5. 10. 19), 摄 动 系统 的 右 特征 矢量 可 规范 化 为 
Xi = 一 1， 1? 一]， AN (5. 10. 31) 
将 式 (5. 10. 25) 代入 上 式 ,比较 同 次 只 系数 ,可 得 


心 


上 9 XoXo -一 上 
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XiXo; 十 xx 一 0 (5. 10. 32 ) 


注意 , 式 (5, 10. 32) 中 xiixo 是 一 个 数 , 由 此 可 得 


XiXo: 一 0 (5. 20. 33) 
摄 动 系统 的 左右 特征 矢量 满足 如 下 五 正 交 条 件 
y: (M, 二 EM)x; = 0 (5.10. 34) 


将 式 (5. 10. 25) 与 式 (5. 10. 26) 代入 上 式 , 可 得 
E : yoM oxo: 一 |] 
e : yoiM ory + yuMoxo + yoMixo = 0 (5. 10. 35) 


以 上 得 到 了 进行 一 阶 摄 动 分 析 所 需 的 基本 方程 。 
考虑 到 , 摄 动 系统 右 特征 矢量 的 一 阶 摄 动 可 表示 为 原 系 统 右 
特征 矢量 的 线性 组 合 , 即 有 


41; 一 Dj cinXor, 1 ~ 一 ] ， ”9 ~N (5, ] U， 36) 
Pe 


对 上 式 前 乘 以 xL, 并 注意 到 式 (5.10.33), 可 推 得 上 式 各 待定 系数 
存在 着 如 下 关系 式 


N 
cr 一 一 cnxdxo (5. 10. 37) 
k= | 


A 


因此 , 式 (5. 10. 36) 中 实际 上 只 有 NGCN 一 1) 个 系数 待定 ，。 
将 式 (5. 10. 36) 代 人 人 式 (5. 10. 28) ,可 得 
MN 
(K, 一 Ao:M,) Dj eax 一 (Kk Ac M1 ) Xo; 十 A M xo; 


用 yo; 前 乘 上 式 ,并 利用 互 正 交 关 系 式 (5. 10. 21), 可 得 

co — doi) + EK — A Mxo = 6,, 
上 式 中 , 当 71 = j 时 ,可 导出 特征 值 的 一 阶 摄 动 公式 

A = yu KR — AMi)xo, i=1,.%,N (5.10.38) 
当 i1 关 7 时 ,可 导出 右 特征 矢量 的 一 阶 摄 动 公式 
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ci = ho — hi) yd (K, — A M, ) xo, 
(1 天)，7，1 一 1 和 AN (5. 10. 39) 
而 各 个 ce 则 由 式 (5.10. 37) 确定 。 
失 似 地 , 摄 动 系统 左 特征 矢量 的 一 阶 摄 动 可 表示 为 原 系 统 左 
特征 矢量 的 线性 组 合 , 即 有 


yr = NT (5. 10. 40) 
和 
对 上 陈 后 乘 以 Moxoi, 并 利用 (5. 10. 21), 可 得 
d, 一 yoM .xr 
对 式 (5.10. 36) 前 乘 以 ya, 可 得 
ci 一 Jr 
将 上 二 式 代 入 式 (5. 10. 35), 可 得 
d; =— cc — yoM ,xr (5. 10.41) 


由 此 可 确定 各 个 a;。 
将 式 (5.10. 30) 转 置 后 ,再 用 式 (5. 10. 40) 代入 ,可 得 


D> diyd (Ko 一 Mo) + yo CK 一 Mu) = NyoM, 
k=1 


上 式 后 乘 以 xo;, 并 利用 (5. 10. 21) ,可 得 
di (Cho; — Hoi) yo K, — A MX = 406, 
上 起 中 , 当 7 二 7 时 ,再 次 得 到 特征 值 的 一 阶 摄 动 公式 , 它 与 式 
(5. 10. 38) 是 一 致 的 , 当 i 关 7) 时 ,可 导出 左 特 征 和 拓 量 的 一 阶 摄 动 公 
式 
d;; = (一 和 (一 和 Mr 
?A 二 l,i NN (5. 10. 42) 

而 各 个 dr 则 由 式 (5. 10. 41) 确定 。 

以 上 仪 导 出 了 复 模 态 的 一 阶 摄 动 公式 ,类似 地 可 以 导出 二 阶 
本 二 阶 以 上 的 摄 动 公式 ， 

以 上 讨论 中 还 假设 了 原 系统 的 特征 值 各 不 相同 .对 于 非 亏 损 
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系统 而 有 重 特征 值 的 情形 ,可 以 参照 相应 情形 下 实 模 态 分 析 的 做 
法 , 即 从 重 特征 值 所 对 应 的 一 组 复 特征 矢量 的 线性 组 合 出 发 进行 
摄 动 分 析 ，。 
例 5.10.3 设 有 1 自由 度 线 性 阻尼 系统 ,其 目 由 振动 微分 方 
程 可 表示 为 
mu+cut+ku=0 


引入 状态 变量 x = [Lu zj ,上 式 可 化 为 
Kx = Mx 


一 C 一 上 m 0 
.ed 
1 0 0 1 
现 取 mm 二 二 1,c 二 0.5。. 仅 假设 刚度 发 生 摄 动 ,并 取 ek = 0.1, 进 
行 特征 值 与 特征 矢量 摄 动 计 算 。 
解 ” 原 系统 的 特征 解 如 表 5. 10.1 所 示 , 用 上 述 方法 所 得 一 
阶 摄 动 解 ,连同 QR 法 的 数值 解 ,一 起 列 于 表 5. 10. 2 中 。 从 对 比 结 
果 可 以 看 到 ,本 例 中 所 得 一 阶 摄 动 解 已 具有 很 好 的 精度 。 


其 中 


表 5. 10.1 原 系 统 的 特征 解 


特征 值 一 0.25 十 0.968 246 ] 一 0.25 — 0. 968 246 ] 


一 1.118 03 一 0.866 03 j 
1.118 03 — 0. 866 03 j 


— 1.118 03 二 0.866 03] 
1.118 03 十 0.866 03] 


右 特 征 天 量 


一 0.223 607 — 0. 288 68 | 一 0.223 607 十 0.288 68 j 
0. 223 607 — 0. 288 68 j 0. 223 607 十 0. 288 68] 


左 特 征 关 量 
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表 5.10.2 摄 动 系统 的 计算 结果 对 比 


特征 值 一 0.25 士 1.018 577 j 一 0.25 士 1.019 886 j 


一 1.237 16 士 0.79165j| 一 1.252 20 士 0.808 29j 
1.014 23 士 0.965 66 j 1. 028 59 十 0.981 50 j 


右 特征 矢量 


一 0.24171 干 0.25386j1 一 0.241 50 干 0.25019j 


左 特征 矢量 
0. 198 15 干 0. 309 66 j 0. 196 77 干 0. 307 92 j 


5.11 假设 模 态 法 


假设 模 态 法 是 指 那些 利用 假设 振 型 来 求 系统 近似 特征 值 的 
方法 。 


5. 11.1 瑞 利 (Rayleigh) 法 


5. 9 节 中 曾 提 到 过 瑞 利 商 的 概念 , 它 的 又 一 个 实际 应 用 是 用 
来 估算 系统 的 基本 频率 , 即 一 阶 固 有 频率 ,对 于 质量 矩阵 为 M, 刚 
度 和 矩阵 为 K 的 无 阻尼 多 自由 度 系 统 , 瑞 利 商 可 定义 为 
_ XIKX 
. XIMYX 
上 式 中 当 闭 取 各 阶 主 振 型 时 ,4 就 给 出 相应 的 各 个 固有 频率 的 平 
方 值 .所 假设 的 振 型 与 主 振 型 愈 接近 , 则 瑞 利 商 给 出 的 固有 频率 近 
似 值 愈 接近 于 真 值 ,理论 上 , 瑞 利 商 可 用 来 估算 各 阶 因 有 频率 ;但 
实 际 上 难于 对 高 阶 主 振 型 作出 合理 的 假设 , 故 往往 仅 限于 用 来 估 
算 系 统 的 基 频 。 
当 系 统 存在 柔 度 窍 阵 R= 二 KK ! 时 ,可 引信 另 一 种 形式 的 瑞 利 
商 , 邵 


(5. 11.1) 
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,XMYX 
XIMRMYX 
它 同样 可 用 来 估算 系统 的 固有 频率 ,可 以 证 明 4 ,对 于 任意 的 假设 
振 型 下, 恒 有 


(5. 11.2) 


(第 ) 之 入 ( 坚 ) 
由 于 两 种 瑞 利 商 给 出 的 都 是 基 频 的 上 限 估 值 ,所 以 ,后 者 要 比 前 者 
给 出 更 接近 于 真 值 的 估计 ， 
例 5.11.1 考察 图 5.11.1 所 示 3 自 由 度 系 统 。 求 系统 的 基 频 
信和 值 。 | 
解 ”系统 的 质量 矩阵 为 dw [bw 
M= mi 
刚度 矩阵 KK 与 凶 度 窍 阵 分别 图 5.11. 1 3 自由 度 系统 
为 


2 -1 0 1 1 1 
K=k 1 2 一， R= 过 |1 2 7 
0 一 1 1 1 2 3 


现 分 别 用 两 种 瑞 利 商 来 和 估计 系统 的 基 频 , 取 静 变形 曲线 作为 假设 
振 型 , 即 
X=[3 5 61] 


从 而 有 
XMX=70m 
X'KX =14k 
XIMRMX = 333m, 
由 此 可 得 


k 
A= 0.200k/m, 4 = 0.198 3 


(lL 季 文 美 , 方 同 , 陈 松 湛 . 机 械 振 动 . 北京 :科学 出 帕 社 ,1983 
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此 系统 基 频 的 真 值 ,准确 到 4 位 数字 ,已 知 为 
A = 0. 198 0 k/m 


这 一 结果 验证 了 上 述 关 于 两 种 碧 利 商 的 论断 。 
$5. 11.2 里 兹 (Ritz) 法 


里 效法 克服 了 瑞 利 法 在 估算 高 阶 回 有 频率 时 遇 到 的 困难 ,里 
效法 不 直接 给 出 假设 振 型 下 ,而 是 把 它 和 表示 成 耕 干 个 独立 的 假设 
基 天 量 的 线性 和 , 即 设 

下 一 Daiy. 

其 中 wy; 为 假设 基 天 量 ,a 为 待定 系数 .将 半 代 入 瑞 利 商 式 ,上 青 用 珊 
利 商 取 驻 值 的 条 件 来 确定 系统 固有 频率 的 近似 值 以 及 相应 的 各 个 
符 定 系数 .这 一 过 程 实质 上 是 在 假设 的 基 天 量 下 ,来 寻找 最 佳 的 拟 
合 振 型 .只 要 各 个 基 矢 量 取得 合适 ,不 仅 可 以 得 到 相当 好 的 基 频 拟 
合 振 型 , 而且 可 以 得 到 较 好 的 高 频 拟 合 振 型 。 因 此 ,这 一 方法 不 仅 
能 够 求 得 更 为 精确 的 基 频 估 值 ,而 且 往 往 还 能 较 好 地 估计 系统 的 
前 几 阶 固有 频率 。 

现 假定 已 经 对 nn 目 由 度 振 动 系统 的 醒 s 阶 主 振 型 选 定 了 ;个 
Gs 二 n) 假设 基 矢 量 WWi ,7 二 1，…,s, 令 

X= ay;= Wa (5. 11. 3) 


其 中 ,wy 二 [W.… w] 为 假设 基 和 矩阵, a 二 [a1… oa 为 待定 系数 列 

阵 .再 设 系统 的 质量 和 矩阵 为 ,刚度 矩阵 为 天 ,它们 都 是 2 xn 阶 实 

对 称 阵 。 这 时 ,系统 的 瑞 利 疝 可 表示 为 

ay Kya _ Ui(a) 

a Mya TT(a) 

由 瑞 利 商 的 驻 值 性 质 , 可 从 上 式 取 驻 值 的 条 件 来 确定 各 个 a;,; 即 有 
30 oT 
A da, 加 


ee 


(5. 11. 4) 


0， 7 一 1]，…，4 


-4 
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由 此 得 
ViKya ~ yiMyYa = 0, j=1,.,s 
或 写成 
{[K,— AM,|a= 0 (5. 11.5) 
其 中 


Ko=yKy, MM,.=y My 

于 是 ,问题 又 归结 为 矩阵 特征 值 问题 ,所 不 同 的 是 现在 是 ;Xs 阶 
矩阵 特征 值 问 题 , 而 不 是 原来 的 n xXx nn 阶 矩 阵 特征 值 问 题 ,一 般 s 
远 小 于 nn, 所 以 ,里 效法 起 着 自由 度 缩聚 的 作用 。 

由 缩聚 系统 (5. 11. 5) 解 得 的 :个 特征 值 即 原 系统 前 s 个 特征 
值 的 近似 值 ,而 由 所 得 的 :个 特征 矢量 ai, 通 过 变换 ,可 得 原 系统 
前 s 阶 近似 主 振 型 , 即 有 

在; 一 Yai， 1]= 1 ,5 

不 难 验 证 ,只 要 a, 是 对 MH, 正 交 归 一 的 , 那 末 所 得 半 ;) 对 MM 也 是 正 交 
归 一 的 。 

再 设 系统 的 柔 度 矩阵 为 及 ,从 瑞 利 商 4 出 发 ,可 得 里 效 特征 值 
问题 的 为 一 形式 , 即 有 
ayMya TI(la) 


‘= IMRMYa™ Ua) (5. 11. 6) 
由 珊 利 商 A 取 驻 值 的 条 件 , 有 
0 j= 1 
由 此 得 
yiMya — YMRMYA 一 0， j= 1, ,Ss 
或 写成 
[IM,。— XR,la=0 (5. 11.7) 


其 中 M, 同 前 ,而 
R,— wy MRMY 
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在 介绍 瑞 利 法 时 曾 指 出 ,有 AX(XE) 宇 X( 半 ) ,所 以 ,从 同样 的 假设 基 
出 发 , 式 (5.11.7) 将 比 式 (5.11.5) 给 出 系统 更 为 精确 的 近似 固有 
频率 。 

例 5.11.2 考察 图 5.11.2 所 示 由 四 个 等 质量 x 与 四 个 等 刚 
度 弹簧 & 串 联 组 成 的 系统 。 试 用 里 效法 求 系统 的 前 二 阶 特征 值 及 
相应 的 主 振 型 。 


AAAAAT PIT 7 


图 5.11.2 4 自由 度 系 统 


解 系统 的 质量 矩阵 为 M = 1 , 柔 度 矩阵 与 刚度 矩阵 分 别 


为 
1 1 1 1 2 一 1 0 0 
1 2 2 2 — 1 2 1 0 
R= 一 ， 天 一 到 
] 2 3 3 0 一 1 2 一 1 
1 2 3 4 0 0 一 1 ] 
假设 基 矢 量 取 为 
Wi 一 10.25 0.5 0.75 11] 
由 一 0 0.2 0.6 11|' 
由 此 可 得 
7 L355] 1 本 
47 一 7 4 一 一 
1.55 1.40 0.25 0.36 
pp 7 12. | 
”kL12.35 10.04 


按 式 (5.11.5), 得 
虹 258 — 1.875Am 0.25& 一 1. 5 ] |- | 
0.25& -1.55Mz 0.36& 一 1.40%m 加 


ds» 
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由 此 解 得 
1 = 0.123 59 k/m, 二 一 一 3.199 9 
| 
Ud21，» 
按 式 (5. 11.7) ,得 
| 075 15; 375Xm | 12. 35Xm 
= 
] sg 一 12. 3 ] 40 10. A Q， 
由 此 解 得 
A’ = 0.120 75 k/m, 一 —— 3.199 9 
A = 1 k/m, 二 | 一 一 0.8 
C2 /1 
可 见 , 两 种 里 效法 所 得 振 型 是 一 致 的 ,由 此 得 原 系 统 的 两 个 近 
似 主 振 型 为 
,= [0.363 64 0.636 36 0.818 18 1] 
于 ,一 [一 1 一 1 0 11 
不 过 ,两 种 方法 所 得 固有 频率 估 值 略 有 出 入 ,这 一 系统 的 前 两 个 特 
征 值 的 准确 值 为 


A = 0.120 61 k/m, = 1k/m 
本 例 中 ,由 于 所 到 假设 基 矢 量 刚好 可 以 构成 系统 的 第 二 阶 主 振 型 ， 
故 两 种 里 兹 法 都 给 出 了 原 系 统 第 二 阶 模 态 参数 的 准确 解 。 


5.12 传递 窍 阵 法 


有 相当 广泛 的 一 类 工程 系统 ,例如 连续 梁 结 构 、 汽 轮 发 电机 和 轴 
系 、 发 动机 螺旋 桨 轴 系 等 ,可 以 简化 为 由 一 系列 弹性 元 件 与 惯性 元 
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件 组 成 的 链 式 系统 。 这 类 系统 的 振动 问题 可 以 简便 地 利用 传递 定 
阵 的 概念 来 列 式 求解 .通常 先 将 系统 分 解 为 若干 个 具有 简单 力学 
特性 的 二 哈 元件 ,并 且 用 传递 矩阵 来 建立 元 件 一 端的 广义 力 和 三 
义 位 移 与 为 一 并 的 广义 力 和 广义 位 移 之 间 的 联系 ,然后 ,再 将 各 个 
元 件 逐 个 地 连接 起 来 ,并 建立 系统 的 传递 怎 阵 .最 后 ,再 进行 振动 
分 析 ,我 们 先 用 轴 系 的 扭转 振动 分 析 来 说 明 有 关 的 概念 与 方法 , 然 
后 推广 到 荣 的 这 曲 振动 分 析 。 


5.12.1 轴 系 的 扭转 振动 


设 有 图 5, 12.1 所 示 轴 系 , 它 已 经 简化 为 多 个 刚性 贺 盘 由 弹性 
铀 段 连接 而 成 的 系统 .刚性 盘 的 转动 惯量 为 ./, 弹 性 轴 段 的 扭转 刚 
度 为 ,而 轴 段 的 分 布 质 量 已 不 用 考虑 。 


J - 了 
J 


f 
r 下 卡 “了 "二 于 "下 
Li) k. 1; Tr 了 


图 5.12.1 轴 系 模型 


现 约定 : 按 右 手法 则 来 确定 力矩 天 与 角 位 移 拓 ;各 盘 右 端的 手 
和 矩 记 为 7 ,其 矩 矢 向 右 时 为 正 ; 而 各 盘 左 端的 扭矩 记 为 Ti ,其 矩 
矢 问 左 时 为 正 ; 至 于 各 盘 的 角 位 向 9, 一 律 按 角 位 移 天 问 右 为 正 。 

这 时 ,每 个 圆 盘 端 面 上 的 转角 与 扭矩 可 构成 一 个 状态 列 阵 , 例 
如 第 :个 圆 盘 右 疾 的 状态 列 阵 可 表示 为 


eo 了 
太一 | 
7 
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而 其 左 端的 状态 列 阵 可 表示 为 


L 
7 一 
“ Iz| 


取 第 :个 圆 盘 作为 分 离 体 ,有 
J0=T*—Tt 

当 轴 系 进行 谐振 动 时 ,有 

0, 一 一 o20 
故 有 

7T4 一 一 Jo20 十 了 

另 一 方面 ,刚性 盘 左 、 右 端面 的 角 位 移 总 是 相同 的 , 即 有 

0 = R= 
上 述 二 式 可 写成 如 下 和 矩阵 形式 


了 =- = so 
TJ lL Jwo 1 Td ?Ir)] 入 


式 中 联系 轩 盘 左 、 右 端 状态 列 阵 的 矩阵 c 称 为 点 矩阵 
再 取 第 让 个 弹性 轴 段 作为 分 离 体 , 轴 段 左 、 右 端的 转角 分 别 等 
于 约 1 与 从, 南 两 端的 握 箱 分 别 为 Tk ， 与 TY , 故 轴 段 左 端的 状态 
0 了 0 1 
列 阵 为 | /| ,而 有 端的 为 | 7 | -由 轴 朋 的 变形 特性 ,有 


R 
ii 


L R 
¢. 0 -1 一 k, 
了 


又 因 不 计 轴 段 本 映 质 量 , 有 
， 了 一 Ti | 
以 上 二 式 可 表示 为 
1 


0 1 | [roy 0 了 
op pT a 
1 0 ] 1—] 1 一 -1 


式 中 联系 轴 段 两 端 状态 列 阵 的 矩阵 crr 称 为 场 窍 阵 。 
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式 (5.12.1) 与 式 (5. 12.2) 合 起 来 ,有 


| lr) =°lz] 
二 一 二 二 C, 
了 JJ 四 ] Jw | LTJ,, 了 ， 


(5. 12.3) 
式 中 联系 第 :个 圆 盘 右 闪 与 第 : 一 1 个 圆 盘 右 端 状态 列 阵 的 矩阵 ec， 
称 为 第 z 个 子 传 递 矩 阵 .显然 , 轴 系 末端 的 状态 列 阵 z; 与 始 端的 状 
态 列 阵 zo 之 间 有 如 下 关系 
Za = CC ClCos21 CZo (5. 12. 4) 
式 忠 称 为 系统 的 总 传递 息 阵 .注意 ,各 个 c 中 的 元 素 有 依赖 于 
的 , 故 c 的 各 个 元 素 一 般 也 依赖 于 w, 因 而 可 表示 为 
Ci(W) Cis(w) 
|, | 
至 于 状态 列 阵 z 与 z;, 则 尚 有 赖 于 支承 方式 与 外 作用 , 即 所 请 边 
界 条 件 。 
这 样 ， 对 应 于 某 个 w 值 , 从 始 问 的 状态 列 阵 出 发 , 按 式 
(5. 12.4), 算 出 末 病 的 状态 列 阵 。 肴 能 满足 指定 的 边界 条 件 , 则 该 
w 就 是 系统 的 一 个 固有 频率 ,例如 ,两 端 自 由 的 轴 系 在 自由 振动 情 
形 下 ,有 


TF=T*—0 
故 有 
0. = cil(o)0， 
Ca(W)O 一 0 (5. 12. 5) 


满足 式 (5. 12. 5) 的 各 个 w 就 是 系统 的 固有 频率 。 
当 图 5. 12. 1 中 盘 已 固定 时 ,9, 二 0, 且 有 


2 了 [2 
了 ee = 
了 TJ 1 Jo 
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在 自由 振动 情形 下 ,有 
7 一 0 
故 有 
0, = cw)T, 
crs (WwW)T 一 0 (5. 12.6) 

式 (5.12.5) 中 的 c, (Co) 与 式 (5.12.6) 中 的 cs(o) 分 别称 为 相应 系 
统 中 的 频率 函数 。 

利用 传递 矩阵 法 计算 系统 固有 频率 与 主 振 型 的 步骤 如 下 : 

(1) 选取 某 个 名 值 ,代入 各 个 子 传递 矩阵 c( 从 :一 0 开始 ); 

(2) 逐次 左 乘 各 个 子 矩 阵 , 算 出 总 传递 矩阵 c; 

(3) 如 果 相 应 的 频率 函数 不 等 于 等 , 则 重新 选取 w 值 ,重复 上 
述 步骤 ; 

(4) 如 果 频 率 隐 数 等 于 等 , 则 该 w 就 是 系统 的 一 个 固有 频率 ; 

(5) 这 时 ,用 连 乘 中 的 各 个 中 间 抢 阵 左 乘 状 态 列 阵 zo, 可 得 各 
个 ( 圆 盘 的 ) 状态 列 阵 ,由 此 确定 系统 的 主 振 型 。 

例 5.12.1 在 图 5.12.1 所 示 轴 系 中 , 设 4 二 3, 且 有 二./， 
一 J, 一 J ,kl 一 k, 一 上 一 上 盘 J 癌 定 。 求 轴 系 的 固有 频率 及 十 
振 型 。 

解 ”本 系统 属 重复 结构 ,也 称 周 期 结构 ,各 个 子 结构 的 传递 
年 阵 均 为 


日 有 
Z4 一 C3CsC120 
在 实际 计算 过 程 中 ,有 两 处 可 以 取 巧 .首先 ,在 求 ci,(w) 时 ,由 
于 各 个 中 间 和 搜 阵 与 总 传递 和 矩阵 的 第 一 列 元 素 都 不 起 作用 ,所 以 根 
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本 不 用 去 算 。 其 次 , 若 把 状态 列 阵 表示 成 无 量 纲 形式 :5 = 9, 了 = 
元 , 则 各 个 子 传递 矩阵 也 将 无 量 岗 化 , 即 有 


l l 
Ci _ J ] jo 


k 人 
因而 可 以 从 选 定 的 无 量 岗 值 a 
= “人 出 发 进行 计算 ,由 此 得 
ca) 曲线 ,如 图 5. 12.2 有 所 示 。 


由 此 可 得 系统 的 固有 频率 
的 平方 分 别 为 
CO — 0. 198 k/J Ea 5. 1]2.2 Coof C 曲线 


wi 一 1.555 k/J 
w= 3.247 /J 
分 别 取 a = 0.198, 1.555 与 3. 247 ,并 取 zx。 三 [0 1]', 可 得 系统 
的 三 个 主 振 型 分 别 为 
X= [1 1.802 2.247]' 
X,= {1 0.445 一 0.802] 
X 一 [1 一 1.247 0.555] 
传动 轴 系 
图 5.12. 3(<) 所 示 齿 轮 传 动 轴 系 ,可 简化 为 等 效 直 列 轴 系 , 如 
图 5.12.3(5) 所 示 。 


(5b) 


图 5. 12. 3 ”传动 轴 系 


202 振动 理论 及 应 用 


设 齿 轮 系 与 轴 本 身 的 质量 都 可 略 去 不 计 , 上 再 设 轴 1 与 轴 2 能 
转速 比 为 1 : n; 于 是 , 轴 2 的 角速度 为 0 二 n0,, 故 系统 的 总 动能 为 


E, = EA + 3 Jen 


因此 ,在 简化 系统 中 盘 2 的 等 效 转 动 惯 量 可 取 为 n J，,。 

轴 2 的 等 效 刚 度 可 确定 如 下 .将 盘 1 与 航 2 固定 ,在 齿轮 1 上 
作 用 一 扭矩 ,使 齿轮 1 产生 转角 外, 这 时 齿轮 2 将 产生 转角 0, = 
20) , 故 系 统 的 总 弹性 势能 为 

E, = 5h0 + Shnit 

因此 ,在 简化 系统 中 轴 2 的 等 效 刚 度 可 取 为 nk,。 

由 此 可 得 构成 等 效 直 列 轴 系 的 规则 如 下 : 设 每 简化 轴 相 对 于 
基 准 轴 的 转速 比 为 n, 则 可 对 待 简 化 轴 的 刚度 与 盘 的 转动 惯量 分 
别 乘 以 x, 即 得 相应 的 等 效 刚度 与 等 效 转动 惯量 ， 

分 支 系统 

船 舰 推 进 系统 、 汽 车 差 动 传动 轴 系 、 轧 钢 机 传动 系统 等 一 类 工 
程 结构 ,都 可 归结 为 分 支 系统 ,用 上 述 传动 轴 系 的 简化 方法 ,可 将 
分 支 扭 振 系 统 简 化 为 图 5. 12.4 所 示 1 : 1 齿轮 传动 轴 系 ， 


图 5. 12.4 分 支 轴 系 


用 下 述 方法 ,分 支 系统 可 按 直 列 系 统 那样 处 理 。 取 分 支点 为 始 
端 , 并 约定 各 分 支 轴 的 转角 , 当 其 角 位 移 秋 指向 各 上 县 的 末端 时 为 
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正 。 由 等 速 传 动 条 件 ,在 始 端 有 

0,, 一 如 一 0 一 外 
册 设 各 分 支 轴 在 始 端 的 扭矩 分 别 为 7、 wx, 其 正 负 仍 按 本 小 
节 开 头 的 规定 来 取 。 由 平衡 条 件 ,有 

Lu 十 Lu 十 Lv< 一 0 (5. 12.7) 
各 分 文 轴 末 端的 状态 列 阵 可 表示 为 


ra 一 a 人 -一 Ej 心 - 一 
1 I; I. 


而 各 分 支 轴 的 传递 矩阵 可 分 别 表示 为 
入 一 [ A,, vs， B 一 [B,; jx2， C = LC;; Jaxsa 


0, 0, 0, 
| 
7 1, {x 


以 上 三 式 可 合 写 成 


于 是 有 


y, Al A! 0 0 
二 A A,, 0 0 0 
0, bi 0 Bi 0 oa 
— (5. 12. 8) 
i, b, OU B,, 0) 了 
0 (ii 0 0 C1 1 


了 C,, 0 0 C,, 
上 式 左 端的 状态 列 阵 中 有 一 半 元 素 取 决 于 边界 条 件 。 例 如 ,对 于 目 
由 端 , 扭 矩 为 零 ; 对 于 固定 端 , 转 角 为 零 .对 于 图 5.12.4 所 示 系 统 ， 
各 分 支 轴 末 端 均 为 自由 端 , 故 可 从 式 (5.12.8) 取出 各 扭矩 方程 ， 
并 与 式 (5. 12.7) 合 起 来 ,写成 

1., A, A,, 0 0102 


(5. 12. 9) 
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上 式 左 端 为 w 的 函数 ,其 中 满足 指定 边界 条 件 

7 一 7 一 /一 0 
的 各 个 中 就 是 该 分 支 系统 的 固有 频率 .注意 , 当 上 述 条 件 得 到 满足 
时 ,方程 (5. 12. 9) 成 为 齐 次 方程 .由 齐 次 方程 具有 非 零 解 的 条 件 ， 
可 得 系统 的 频率 方程 为 


B, 0 6 0 
A(w) -一 , ~» | 一 (5, 12., 10) 
C2 0 0 Co 
0 ] ] ] 
展开 后 得 
A(w) 一 ,1 Bo ,0 十 Byil 2 A, 十 CA Db 二 0 


(5. 12. 104) 
A(w) 就 是 该 分 支 系统 的 频率 果 数 .作出 A(w) 对 名 的 关系 曲线 ,就 
不 难得 出 系统 的 各 个 固有 频率 。 


5.12.2 有 梁 的 弯曲 振动 


传递 矩阵 法 也 可 应 用 于 架 结 构 的 弯曲 振动 。 只 需 将 梁 结 构 简 . 
化 为 带 多 个 集中 质量 的 弹性 梁 , 梁 本 身 的 分 布 质 量 不 由 考 虑 ,如 图 
5. 12.5 所 示 。 其 解法 与 上 述 轴 的 扭 振 问 题 基 本 一 样 ,不 间 的 是 梁 
的 状态 列 阵 共 包括 两 个 位 移 元 素 ( 挠 度 y 与 转角 9) 与 两 个 力 元 素 
(极力 与 论 人 着 友 ) 。 印 有 

。 zZ 一 [ly 8 M S| 

如 图 5. 12.6 所 示 , 我 们 约定 :y 轴 辐 上 为 正 ; 桨 右 规 面 上 的 压 和 矩 逆 
时 针 方 辐 为 正 , 剪 力 问 下 为 正 ; 左 截面 上 的 弯 矩 顺 时 针 方 问 为 正 ， 
前 力 同 上 为 正 ， 

取 集 中 质量 mm, 作为 分 离 体 .由 位 移 连 续 条 件 ,有 

yr = 好、 外 = (5.12.11) 

由 平衡 条 件 ,有 
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Mr = M:, 9; = 7 mw y, (5. 12. 12) 
上 二 却 可 合并 成 妇 下 和 抢 阵 形式 
yl1” | 0 0 0| fry1: 
7 0 4 = czt (5.12.13) 
M 0 010 MM 
mw 0 0 1 LS 
7 771 ， | 


SL WY 


9 Sr | 
ww {Ld Mf Me 


图 5.12.5 梁 系 模型 


图 5.12.6 染 段 分 离 体 


取 弹 性 梁 段 4 作为 分 离 体 .其 右 端 状 态 列 阵 就 等 于 zi ,其 左 端 
状态 列 阵 就 等 于 zi 1。 由 平衡 条 件 , 有 
ST=Sr, Mi= (lSn) 二 Mi (5. 12,14) 
对 于 均匀 架 段 ,其 弯曲 变形 方程 为 
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d?y d8 
I Laz 


M = EI 
或 写 为 


l 一 5 声 |x dx 


因而 有 
六 | (ME ,+ St zr)dr 


lM lS) 
El 2El1 


Ot! = M1 十 


-一 沪 十 (5.12. 15 ) 


一 jadz 


因而 有 
和 Me 二 SE 区 
: yk 1 1 
J yi--1 十 [le 十 EI 十 op]J dz 
EM lS 
kk R : i— ] iT 一 ] 
四 Vi--1 十 lO; | 十 SF] 6EI 
式 (5.12.14) ~ (5. 12.16) 可 合 写 成 矩阵 形式 
L; {; 
Yy 6 2EJT 6E7 ry 1* 
0 4 i 4 RR 
M El 2EI M -一 (Ci 一 1 


1 4 i—1 
9 0 0 1 


(5. 12.16) 


| 
(一 ' 
和 一 


< 
OO 


(5.12.17) : 


将 式 (5. 12. 13) 与 式 (5. 12. 17) 合 起 来 ,得 
z; 一 CipCirZi- ! = CiZi- 1 


其 中 
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a 1 
1 / 281 6E1 
Li 和 
0 1 一 — 
ci; 一 El 2E1 (5. 12. 18) 
0 0 1 1 
wm wm 


Wm, ml, 


ET 1 6E7 
对 于 图 5. 12.5 所 示 系 统 , 有 
Zs 一 CorC 1 Cl2o SE CZ0 (5.12. 19) 
其 中 总 传递 矩阵 c 为 四 阶 方 阵 , 记 为 
c = [Lc;;Cw) jxs 
方程 (5. 12. 19) 两 端的 状态 列 阵 中 有 一 半 元 素 取 决 于 边界 条 件 。 
满足 指定 边界 条 件 的 w 就 是 系统 的 固有 频率 。 
对 于 简 文 梁 , 其 边界 条 件 为 
y=%= M=M:=0 
代入 式 (5.12.19) 后 ,可 得 频率 方程 为 


C12 C14 
一 0 (5.12. 20) 
C32 《34 
对 于 两 端 固定 的 粱 ,其 边界 条 件 为 
0 ==y=y=0 
得 频率 方程 为 
C1l3 C4 
一 (5. 12.21) 
C23 C24 
对 于 悬臂 粱 ,其 边界 条 件 为 
0. 一 一 At 一 9 一 0 
得 频率 方程 为 


一 0 (5. 12. 22) 


第 入 章 ”弹性 体 振动 的 精确 解法 


Ls 


6.1 了 引 


前 面 各 章 在 讨论 振动 问题 时 采用 的 都 是 集中 参数 模型 , 它 只 
有 有 限 多 个 自由 度 , 且 运动 规律 由 常 微分 方程 来 确定 .事实 上 , 它 
只 是 现实 问题 中 的 一 类 力学 模型 ,客观 现实 的 另 一 类 力学 模型 是 
潼 性 体 ( 也 称 连续 系统 或 分 布 参数 系统 ), 它 的 物理 参数 是 分 布 型 
的 ,具有 无 限 多 个 自由 度 , 且 运动 规律 由 偏 微分 方程 来 确定 。 

这 两 类 模型 尽管 在 自由 度数 目 与 微分 方程 形式 上 有 所 不 同 ， 
但 由 于 它们 描述 的 都 是 振动 现象 ,所 以 在 许多 方面 有 共同 之 处 。 在 
多 自由 度 系统 振动 分 析 中 所 形成 的 一 系列 重要 概念 ,在 弹性 体 振 
动 分 析 中 都 有 相应 的 地 位 和 发 展 ,例如 ,在 弹性 体 振动 中 系统 固有 
频 率 的 数目 增 大 为 无 限 多 个 ;而 主 振 型 的 概念 发 展 为 固有 振 型 函 
数 , 而 且 这 些 振 型 函数 之 间 也 存在 关于 分 布 质量 与 刚度 的 加 权 正 
交 性 ;在 线性 振动 问题 中 ,和合 加 原理 以 及 建立 在 这 一 原理 基础 上 的 
模 态 分 析 法 ,脉冲 响应 法 、 频 率 响应 法 等 也 同样 适用 于 弹性 体 振动 
分 析 。 

在 考察 实际 振动 问题 时 ,究竟 应 该 采用 那 一 类 力学 模型 ,得 根 
据 具体 对 象 作 具 体 处 理 , 例 如 ,飞机 蒙 皮 一 般 取 为 薄板 模型 ,涡轮 
盘 取 为 厚 圆 板 模型 ,涡轮 叶片 则 取 为 薄 壳 或 厚 壳 模 型 等 ,又 当 考 察 
振动 体内 弹性 波 的 传播 问题 时 ,就 得 采用 弹性 体 模 型 。 

本 章 只 讨论 理想 弹性 体 的 振动 。 理 想 弹性 体 满足 以 下 假设 条 
件 : 届 匀 质 分 布 ; 忆 ) 各 向 同性 ;G) 服从 虎 元 定律 .通过 对 一 些 简 单 
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形状 的 弹性 体 的 振动 分 析 , 着 重 说 明 弹 性 体 振动 的 特点 , 弄 清 它 与 
多 日 由 度 系 统 振动 的 共同 点 与 不 同 点 。 

由 于 弹性 体 振动 问题 涉及 求解 相应 的 偏 微 分 方程 ,因而 只 有 
在 一 些 人 简单 情形 下 才能 找到 解析 形式 的 精确 解 。 尽 管 实际 问题 往 
往 是 复杂 的 ,很 少 能 归结 为 这 些 简单 情形 ;但 了 解 这 些 简单 情形 下 
精确 解 的 特征 ,对 于 处 理 复 末 问题 还 是 有 帮助 的 。 


6.2 连续 系统 的 最 简 情 形 


咏 的 模 回 振动 


6.2.1 从 多 自由 度 系统 到 连续 系统 


考虑 图 6.2. 1(a) 所 示弱 的 横向 振动 。 将 弦 的 质量 集中 成 二 十 
2 个 质点 ,其 质量 分 别 为 m6， 
Mi 72 各 质点 分 别 位 于 
Xo 一 0,7Zi 和 zol = 处 , 质 
点 间 由 张力 为 了 的 弦 线 连接 。 
图 中 F; 表示 各 质点 上 的 作用 
力 , 下 面 来 推导 此 n 个 自由 度 7 
系统 的 运动 微分 方程 . 取 第 ， 5 l 
个 质点 为 研究 对 象 , 其 受 力 如 
图 6. 2.1(6) 所 示 .根据 牛 顿 第 (6) 
二 定律 ,可 列 出 质点 横向 振动 图 6.2.1 骇 振 动 
的 微分 方程 为 

my, 一 Tsing 一 了 sin0 ,+ FR 

旦 有 0 一 Yicosl 一 了 icos0, | | 


假定 藤 作 微小 振动 ,因而 sinb -= tanb 二 人 一 2 一 ,sinb， 


(6. 2.1) 
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Av. yy 
2 一 cosbg 一 1 ,cos0,_ | 二 1], 同时 方程 (6.2.1) 中 
1 ji 


还 考虑 到 Ax, = 过， 一 zx; 二 4 在 微 振动 中 保持 不 变 , 进 一 步 简化 方 
程 (6.2. 1) ,可 以 得 到 7, 二 T，,, 即 弦 中 张力 可 近似 看 做 常量 工 ,并 
且 有 


mY; 一 T To +F, 
f 1— 1 


1 CO 二 1] ,2,71 (6. 2. 2) 
在 弦 的 两 端 有 y 二 yi11 二 0。 
现 将 方程 (6.2.2) 写成 矩阵 形式 ,有 
My+ Ky=F (6. 2. 3) 
其 中 M = diagLm;],Y = [yy yj 二 [FR*… 了 了,] ,刚度 
矩阵 美 为 


-五 五 而 -去 9 
Kk=| | -让 五 + 五 人 
' 0 
方程 (6. 2. 3) 可 确定 各 质点 的 振动 规律 y;(t)。 
方程 (6. 2. 2) 还 可 改写 成 
my = TAR 十 下， 
将 上 式 两 端 同 除 以 Ar， 得 
Ki =7 六- + 二 (6. 2. 4) 
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随 着 质点 数目 ”的 增加 ,质点 间 的 距离 Azx; 越 来 越 小 , 弦 上 各 
质点 的 位 移 w() 将 趋 于 一 连续 函数 y>(z,D)。 同 时 ,lim A 二， 


lim i = p(x,1), 而 bp 和 p(x,t) 分别 是 芒 上 单位 长 度 的 质量 和 


作用 在 弦 上 单位 长 度 上 的 载 集 ,于 是 方程 (6. 2,4) 将 演化 为 一 阶 
饥 徽 分 方程 


2 2 
9y -7 5 十 plx,t) (6. 2.5) 


其 边界 条 件 为 y(0,t) = y(l,t) 一 0。 

由 以 上 分 析 可 见 , 对 连续 体 茶 用 方程 (6.2.3) 来 代 寿 方程 
(6, 2. 5) ,可 近似 确定 系统 在 外 激 扰 力作 用 下 的 啊 应 ,这 种 做 法 在 
实际 问题 中 常常 用 到 . 若 把 弦 作 为 连续 系统 ,精确 地 确定 系统 的 啊 
应 , 则 需求 解 帆 微分 方程 (6. 2.5)。 


6.2.2 弦 的 振动 微分 方程 及 其 自由 振动 


这 里 直接 就 连续 体 来 推导 弦 作 横 问 振动 的 微分 方程 .在 图 
6.2.1(a) 中 取出 一 微 元 段 dz, 其 PCzryt) 7 
爱 力 如 图 6.2.2 所 示 。 在 弦 作 微 
小 振动 的 假设 下 ,有 sinb 二 tanl 
= 媒 ,ds = dz, 考 虑 到 微 元 段 在 


水 平方 向 的 平衡 , 弦 中 张力 可 近 
似 看 成 是 常量 了 ,于 是 , 微 元 段 的 图 6, 2.2 了 弦 的 微 元 
运动 微分 方程 为 

dz 5 一 (0 十 9 dr) — TO— p(x,t)dxr 


72 
二 了 < dx 十 户 ( 六 ,td 


dr 


整理 后 得 到 与 方程 (6. 2. 5) 完全 相同 的 形式 。 
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下 面 仅 仅 讨 论 无 阻尼 上 县 由 振动 的 情形 .此 时 p(x,t) 一 0, 于 是 
方程 (6. 2. 5) 可 写成 


oY (6. 2. 6) 


其 中 * 二 JJ 工 .方程 (6 2. 6) 是 弦 作 横 癌 振动 的 运动 徽 分 方程 , 数 
学 上 称 做 一 维 波动 方程 ,c 就 是 波 沿 弦 向 的 传播 速度 。 
如 给 出 系统 的 边界 条 件 
y(0,2) = y(t,t) = 0 (6. 2.7) 
和 初始 条 件 


yz 0) = f(z), (zr,0) 一 g(x) (6. 2. 8) 


那 末 方程 (6. 2. 6) 的 解 可 表示 成 两 种 形式 ,一 种 是 波动 解 , 男 一 种 
是 振动 解 。 前 者 将 弦 的 运动 表示 为 
yrst) = f(x ct)+ f(r et) 

即 把 弦 的 运动 看 成 是 由 两 个 相同 形式 的 反 辐 行进 流 的 登 加 ;而 后 
者 则 将 弦 的 运动 表示 成 各 横 回 同步 运动 的 玖 加 ,各 点 的 振幅 在 空 
间 按 特 乍 的 模式 分 布 . 这 两 种 解 从 不 同 的 角度 描述 了 弦 的 运动 ,各 
有 其 特点 .波动 解 能 形象 直观 地 描述 波动 过 程 ,给 出 任何 时 刻 清晰 
的 波形 ,但 求解 比较 复杂 ;而 振动 解 揭 示 了 弦 的 运动 由 无 穷 多 个 简 
谐 运 动 登 加 而 成 .对 特定 的 动力 分 析 过 程 , 选 择 什么 形式 的 解 要 视 
实际 问题 的 需要 来 决定 。 这 县 取决 于 扰动 源 的 性 质 , 又 取决 于 所 考 
虑 物体 的 相对 尺 才 ,同时 还 与 所 关心 的 问题 等 因素 有 关 。 在 一 般 机 
械 系 统 中 , 直接 进行 振动 分 析 更 为 简单 可 行 . 下 面 就 寻求 方程 
(6. 2. 6) 的 振动 解 。 

观察 弦 的 自由 振动 可 以 发 现 , 强 的 运动 呈现 同步 振动 , 邮 在 运 
动 中 , 弦 的 名 点 同时 达到 最 大 幅 值 ,又 同时 通过 平 稀 位 置 ,而 整个 
弦 的 振动 形态 不 随时 间 而 变化 ,用 数学 语言 来 说 ,描述 弦 振 动 的 辐 
数 y(x,t) 可 以 分 解 为 空间 函数 和 时 间 函 数 的 乘积 , 即 
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yzt) = XT)Y OH) (6. 2. 9) 
其 中 X(zx) 是 振 型 隧 数 , 它 描 述 了 整个 弦 的 振动 形态 ,而 YC() 描述 
了 弦 各 点 的 振动 规律 .将 式 (6.2.9) 代入 方程 (6. 2.6) 中 ,得 到 
2 dX(x) ldyY 
入 (Tr) dz Y dt 
上 和 式 堪 边 仅 是 工 的 师 数 ,右边 仅 是 上 的 图 数 , 所 以 要 使 上 式 对 任 得 
的 7+.t 都 成 立 , 只 有 两 者 都 等 于 同一 常数 , 设 这 一 常数 为 a, 有 


dr 
qd 和 a 
dx” -A= 


只 有 当 & 为 负数 时 ,才能 从 上 述 第 一 个 方程 中 确定 振动 运动 。 所 
以 , 取 aw 王 一 请 。 于 是 ,上 述 方程 改写 为 


3 十 piY=0 (6. 2. 10) 
“+ BX=0, p= (6. 2.11) 
方程 (6. 2. 10) 和 (6. 2. 11) 的 解 分 别 是 
Y(t) = Asinpt 十 Becospt (6. 2. 12) 
X(z) 一 (sinpzr + Deosphr (6, 2. 13) 
其 中 4,B,C ,DD 为 积分 常数 ,另外 由 边界 条 件 (6. 2.7), 得 
六 (0) 二 0 (6. 2.14) 
X(C) 一 0 (6. 2.15) 
由 条 件 (6. 2.14) 可 得 
D=0 
而 由 条 件 (6.2. 15) 可 得 
sin = 0 (6. 2.16) 


上 式 称 做 弦 的 特征 方程 .由 此 可 确定 一 系列 特征 值 fb 


17° 


bi = 1 一 1] ,2 (6.2.17) 
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所 以 系统 的 各 阶 回 有 频率 为 
p= 7 1 一 ] ,2 (6, 2.18) 
与 其 相应 应 的 特征 函数 , 亦 称 据 旦 团 数 广 
A 入, (TX) 一 sin - 1 = |] 2 (6. 2. 19) 


TT 
弦 对 应 于 各 阶 固 有 频率 p; 的 主 振动 为 
Yrx,t) 一 信人) 人 Et 
= (A,sinpit 十 如 icospit)Sln 《6. 2. 20) 
蓄 的 自由 振动 可 以 表示 为 各 阶 主 振动 的 到 加 , 即 有 
y(X,t) = 24 sinpit 十 B;cosp;t)sin 7 


其 中 A,,B; 由 运动 的 初始 条 件 确 定 。 将 初始 条 件 (6.2.8) 代入 上 
式 , 有 


才 


(6. 2.21) 


f(r)= 之 /Bisin — LT 


六 


g (XT) 一 >Aipisin 7 二 
三 角 函 数 族 具有 正 交 性 , 印 


NRT. IJIN 1 二] 
l 


， 4 
. 1 。 ~ 
| Sin 一 一 SI dr 一 ] 2 
0， i 关 j 
由 此 可 得 
B, = 了 | f(sin 3 LX 


A, = > | g(x)sin Cdx 
由 以 上 讨论 可 见 , 张 紧 纺 的 自由 振动 除了 基 频 (最 低频 率 p) 


振动 外 ,还 可 以 包含 频率 为 基 频 整数 倍 的 振动 ,这 种 倍 频 振 动 亦 称 
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es Pp 


谐 波 振动 ,在 音乐 上 , 正 是 这 种 频率 之 间 的 整数 倍 关 系 , 使 谐 波 与 
基 波 组 成 各 种 悦耳 的 谐音 结构 , 像 提 琴 、 钢 短 、 诗 他 ,二 胡 等 乐 兹 都 
是 用 弦 的 振动 作为 声 源 .。 弦 的 振动 中 基 波 起 主要 作用 ,各 高 阶 谐 波 
的 出 现 取 决 于 激励 条 件 . 出 色 的 演 壮 家 能 够 激发 出 合适 的 谐 波 , 产 
生 优 美 动听 的 声音 。 另 外 ,由 式 (6.2.18) 可 见 , 调 整 蓄 支 点 间 的 跨 
度 或 纺 的 张力 ,可 以 校正 弦 的 基本 音调 。 

例 6.2.1 求 图 6.2.1(a) 所 示弱 的 前 3 阶 固 有 频率 和 相应 的 
振 型 函数 ， 

解 将 1 二 1,2,3 分 别 代 入 式 (6.2.18) 和 (6.2.19) 中 ,有 


T/T ,2x /7 ,3 /71 
PP 一 0 Pr™ 1 of 0 


Hi 


{ 
系统 的 前 3 阶 振 型 图 数 如 图 6. 2.3 所 示 。 


XxX) (7 ) 
0 ~ 2 


， AX,(X) 一 Sin 7， As) = sin S77 


和 Xi) = sin 


Xr) 
, 一 人 3 
入 3(7) 


图 6.2.3 振 型 明 数 


讨论 : 

(1)〉 弦 的 各 阶 固有 频率 由 低 到 高 成 倍增 长 ,相应 的 波形 的 波 
数 逐 渐 增 多 ,振幅 始终 为 零 的 点 称 为 节点 ,节点 数 随 振 型 阶 数 的 增 
局 而 逐一 增加 ,一 般 地 说 ,第 1 阶 振 型 有 7 一 1 个 节点 。 

(2) 如 果 将 防 缩聚 成 三 自由 度 系 统 ( 如 图 6.2.4 所 示 ), 用 离 
散 系 统 的 振动 分 析 方 法 ,可 以 得 到 系统 的 前 3 阶 固有 频率 为 


— 
并 = 
Np fi 0 


相应 的 前 3 阶 主 振 型 用 虚线 画 

在 图 6.2.3 中 ,与 弹性 体 分 析 

的 结果 比较 , 基 频 的 误差 为 

图 6.2.4 离散 化 模型 2.6 和 ,一 阶 主 振 型 也 较 好 地 

接近 一 阶 振 型 困 数 XICz), 随 

着 阶 次 的 增高 ,误差 增 大 。 要 提高 计算 精度 ,应 增加 离散 系统 的 自 
由 度数 。 当 质点 数目 趋 于 无 导 


限 大 时 ,描述 振动 型 态 的 主 4- 

白 型 就 趋 于 x 的 连续 函数 ， 1 
即 连续 系统 的 振 型 孙 数 ‘/6 ! x 
K(x) 图 6.2.5 初始 状态 


例 6.2.2 设 张 紧 弦 在 初始 时 刻 被 拨 到 图 6.2.5 所 示人 位置 ， 
然后 无 初速 地 释放 , 求 弦 的 自由 振动 。 


解 按 题 设 , 有 
7, 0 过 zx 
yz 0) = f(x) = , 
区 7),， re 
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gy 加 加 


故 有 
A, 一 0， 1 二],2,* 
12 关 1 . ix 12h .1X 
B., = | si : dx 十 wp (Lt 一 Zz)sin dx 
72h .ix 
一 Sn s， ! 一 1,2， 
因而 弦 的 自由 振动 可 确定 为 


_ 7724) 1] Ly 
yrT,t) -一 ln eos (FLD 


V0. 36006 . ex 


-十 sn os (他 万 
3AT I 

十 gsin COs s( I 
]6 p 


本 例 中 弦 在 2/6 入 (放流 的 波 让 娄 ， 馈 拨 动 ;尽管 如 此 , 基 
波 的 振幅 约 为 三 次 谐 波 振幅 的 4 倍 。 


6.3 时 致 一 维 波动 方程 的 其 它 振 动 系统 


工程 中 的 许多 问题 ,其 运动 微分 方程 者 为 一 维 波动 方程 ,除了 
上 节 讨 论 的 弦 的 横向 振动 外 ,还 有 声 首 的 传播 等 问题 ,这 里 我 们 将 
讨论 其 中 的 两 种 情况 , 杆 的 纵向 振动 和 轴 的 扭转 振动 。 


6.3.1 村 的 纵向 振动 


匀 质 等 截面 细 直 杆 如 图 6. 3.1(a) 所 示 。 设 杆 长 为 !, 单 位 体积 
的 质量 为 p, 横 截面 积 为 4, 材料 的 弹性 模 量 为 ,讨论 中 还 假定 杆 


218 振动 理论 及 应 用 


的 横 截面 在 振动 中 始终 保持 为 平面 ,并 且 上 略 去 杆 的 纵 同 伸缩 而 引 
起 的 模 回 变形 , 即 同 一 模 
戴 面 上 各 点 仅 在 工 方向 产 ， 
生 相 等 的 位 移 。 以 xzyt) 
表示 杆 上 距 原 点 x 处 在 1 


ut 


A 
t+ dr 


Ar 


时 刻 的 纵 癌 位 移 ,在 杆 上 | 
取 微 元 段 dz, 它 的 受 力 如 一 
图 6.3.1(6) 所 示 , 根 据 牛 Cb) 
顿 第 二 定律 , 它 的 运动 方 图 6. 3.1 杆 纵向 振动 
程 为 
9 oP 
po4dz =P+ 守 dr—P (6. 3. 1) 


由 图 6. 3. 1(a) 可 见 ,dz 自 的 变形 为 字 dx, 所 以 x 处 的 应 变 e(x) 为 


5 ,对 应 的 轴 向 内 力 PCz) 为 


du 


P(r)= Ake = AE — (6. 3,2) 
dr 
将 它 代 入 式 (6. 3.1) 并 化 简 ,得 
4 9 % ou z 
oA IF -一 jr (0 ， 3. 3) 
或 
9 lam 
了 一 二 (6. 3. 4) 


其 中 = 交 . 可 见 杆 的 纵向 振动 的 运动 微分 方程 也 是 一 维 波动 广 
程 .方程 的 求解 仍 可 采用 6. 2.2 节 中 的 分 离 变 量 法 ,将 u(x,t) 表 不 
为 

u(x,t) 一 人 (zt (6. 3. 5) 
可 得 类 似 于 方程 (6. 2.10) 和 (6. 2.11) 的 常 微分 方程 组 ,由 此 解 得 
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U(t) = Asinpt 十 Beospt (6. 3. 6) 
XCx) = Csin Lx 十 Deos Ex (6. 3.7) 


其 中 国有 频率 p 与 振 型 函数 X(Cz) 由 杆 的 边界 条 件 确定 ,典型 的 
边界 条 件 有 以 下 几 种 . 
(1) 固定 端 ”该 处 维 回 位 移 为 零 , 即 有 
ul(€,t) = 0,，€ 二 0 或 ! 
(2) 上 自由 端 ”该 处 轴 回 内 力 为 零 , 即 有 


守 (6,) 0，& 二 0 或 / 
TT 
(3) 弹性 支承 ” 设 杆 的 右 问 为 弹性 支承 (图 6. 3.2(a)), 则 此 
处 轴 同 内 力 等 于 弹性 力 , 即 
kust) =— EA dt) 
dr 
(4) 惯性 载荷 ” 设 杆 的 右 端 附 一 集中 质量 块 ( 图 6. 3. 2(2))， 


则 此 处 杆 的 轴 和 问 内 力 等 于 质量 块 的 惯性 力 , 即 


9 2 Qu 
M zl,t) 一 一 EA F272) 


二 和 ~ 加 
(a) (b) 


图 6. 3.2 两 类 边界 条 件 


例 6.3.1 一 匀 质 细 直 杆 的 左 端 固定 , 右 端 通过 弹 先 与 固定 点 相 
连 ( 图 6. 3. 2(a)), 试 推导 系统 的 频率 方程 。 
解 ” 杆 在 两 端的 边界 条 件 可 表示 为 
zf0r) =0 
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和 pull,t) =— EA FC) 


XI(0) 一 0 
| -EA 
dz 


将 此 边界 条 件 代 入 振 型 函数 XX(x)( 式 (6. 3.7)) 中 ,可 得 
D=0 


ksin ZZ) 一 一 了 4 Poos £] 
C C C 


由 此 可 知 , 系 统 的 频率 方程 为 
tan(pl/c) _ EA 


-一 -一 二 人 


pl/c kl 
对 应 给 定 的 a 全 ,不 难 找到 各 固有 频率 pp; 的 数值 解 , 而 与 各 个 p, 相 
应 的 振 型 函数 为 


X(T) 一 Sin 1 


6.3.2 轴 的 扭转 振动 


图 6. 3. 3(a) 为 一 长 为 :的 等 截面 直 圆 轴 。 设 轴 单 位 体积 的 质 
量 为 2, 圆 截面 对 其 中 心 的 
极 惯性 矩 为 到 ,材料 的 前 切 
弹性 模 量 为 C. 讨 论 中 还 假 
定 轴 的 横 截 面 在 扭转 振动 中 
保持 为 平面 作 整体 转动 。 以 
90(x,t) 表示 轴 上 x 截 面 处 在 
i 时刻 相 对 左 端面 的 所 转角。 
为 推导 轴 扭 转 振动 的 微分 方 
程 , 从 其 中 截取 一 微 元 段 图 6.3.3 轴 的 扭 振 
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dz , 受 力 如 图 6.3.3(0) 所 了 未 ,由 此 可 列 出 运动 微分 方程 为 
a ， oT 
plsdr S75 一 了 了 十 dr 一 (6. 3. 8) 


其 中 了 为 轴 上 > 截面 处 的 扭矩 .由 材料 力学 知 ,T 一 G1。 5 ,代入 


式 (6.3. 8), 并 整理 ,得 
9 19% 


| Ri 2 (6, 3.9) 
其 中 心 = 二 可见 轴 的 扭转 振动 微分 方程 仍 可 归结 为 一 维 波动 
方程， 
常见 轴 的 边界 条 件 有 以 下 几 种 ， 


(1) 固定 端 ” 该 处 转角 为 零 , 即 有 
(Si) = 0,， 5 一 0 或 !/ 
(2) 目 由 端 ”该 处 扭矩 为 零 , 即 


和 (61) = 0 < 一 0 或 / 
(3) 弹性 支承 “” 若 轴 的 右 端 通过 刚度 为 天 , 的 扭 自 与 固定 点 
相连 , 则 有 
KO(,t) =— 1,G 30 (1,1) 
dx 
(4) 惯性 载 售 ” 奉 轴 的 右 问 附 有 一 圆 盘 , 则 有 
a9 DO 
2 一 一 7C 可 地 《人 
其 中 1 为 圆 盘 对 转轴 的 转动 惯量 。 六 
例 6.3.2 设 轴 的 一 瘦 固 年 ， 
男 一 端 附 有 圆 盘 ,如 图 6.3.4 所 示 。 
圆 盘 对 转轴 的 转动 惯量 为 7,, 试 考 


察 这 一 系统 的 扭 振 固 有 频率 与 振 型 
吨 数 。 


GL, 


图 6.3.4 和 带 圆 盘 的 轴 
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解 。 设 轴 的 扭转 振动 可 表示 为 


(7,t) 一 信 (并 ) 包 (1) 
且 有 
Ot) = Asinpi 十 Becospt 
X(Tr) = Csin Lx 二 Dcos Pr 


轴 在 左 端 有 (0,t) = 0, 在 轴 的 右 端 有 


99 .90 
), yz tt) 一 一 /Cr ji) 
以 上 边界 条 件 也 可 表示 为 
和 0) 一 0 
.dX() 


2 _ 、 
Jp2X CD = TG 一 


由 式 (a) 得 
DD=0 
由 式 (5) 可 得 


J,p’sin ?| = LG 全 cos £1 


c 


或 写成 
Btanp = a 
其 中 
多 2L 
PP 一 


(a) 
(b) 


(CC ) 


式 (c) 即 轴 系 的 特征 方程 。a 的 物理 意义 为 轴 的 转动 惯量 与 圆 盘 转 
动 惯量 之 比 , 对 于 给 定 的 a 值 ,不 难 找 出 轴 系 固有 频率 的 数值 解 。 
在 实用 上 ,通常 基 频 振动 最 为 重要 , 表 6. 3.1 给 出 了 对 应 于 各 个 不 


同 的 a 值 时 ,基本 特征 值 f, 的 全 。 


第 六 章 ” 引 性 体 插 动 的 精确 解法 223 


注意 , 当 a 取 小 值 时 ,2 亦 为 小 值 . 如 近似 地 取 tanp 之 Pp, 则 式 
(c) 化 简 为 
2 =a (da) 
或 写 为 
ol, GI, 
P= = 
注意 ,C7/L 就 是 轴 的 扭转 弹簧 常数 ,上 式 也 就 是 略 去 轴 的 质量 后 
所 得 1 自由 上 度 系统 的 固有 频率 公式 .可 以 看 到 , 当 a4= 二 0.3 时 ,由 上 
式 绘 出 的 加 有 频率 近似 但 的 误 善 约 为 592。 


进一步 的 近似 可 取 tang 守 十 与 ,这 时 有 
p 


3 


f= Nir3 


再 将 式 (d) 中 的 代入 上 去 右 靖 , 可 得 


B+ 人 |= 


即 有 


或 写 为 


(e) 
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上 式 也 就 是 将 轴 的 转动 惯量 的 1/3 加 到 圆 盘 上 后 所 得 1 自由 度 扭 
振 系 统 的 固有 频率 公式 。 它 和 瑞 利 能 量 法 所 得 的 结果 相 一 致 。 可 以 
看 到 , 当 a 一 1 时 ,用 式 (e) 所 得 的 基 频 近似 值 的 误差 还 不 到 1 。 
所 以 说 ,只 要 轴 的 转动 惯量 不 大 于 圆 盘 的 转动 惯量 , 那 末 计算 基 频 
的 近似 式 (e) 在 实用 上 已 足够 准确 了 。 


6.4 梁 的 索 曲 振动 


6.4.1 梁 杰 曲 振动 的 运动 方程 


现在 考察 匀 质 等 截面 细 直 梁 的 横向 弯曲 振动 ,假定 梁 具 有 纵 
回 对 称 平 面 , 所 受 的 外 力也 在 此 对 称 平面 内 ,因此 深 在 此 平面 内 作 
弯曲 振动 ; 男 外 还 假定 梁 的 长 度 与 截面 高 度 之 比 大 于 10。 根 据 材 
料 力 学 中 “简单 梁 理 论 ”, 名 略 蚤 切 变 形 和 转动 惯量 的 影响 .这 种 梁 
称 做 欧 拉 -由 努 利 (Euler-Bernouliy) 梁 。 于 是 , 梁 上 各 点 的 运动 只 
征用 梁 轴 线 的 模 疝 位 移 表 示 ，。 

设 梁 长 为 /单位 长 度 的 质量 Pp 及 抗灾 刚度 £7 均 为 常数 ,建立 
如 图 6. 4. 1 所 示 的 坐标 系 ,在 梁 上 距 左 端 7 处 取 微 元 段 dx, 在 任意 
朋 时 zi, 此 微 元 段 的 模 癌 位 移 可 用 y(x,1t) 表示 。 按 其 党 力 情 况 , 微 
无 段 沿 y 方向 的 运动 方程 为 


2 
vdx Y=Q— ‘Se + Q) 十 plrst)jdr (6.4.1) 


由 于 忽略 转动 惯量 的 影响 ,各 力 对 右 截 面 上 任 一 点 的 短 之 和 应 为 
地, 印 . 
M+ MQdr— gr =0 
略 去 二 阶 微量 ,有 
aM 


QQ 二 (6. 4.2) 
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男 外 ,由 材料 力学 知 , 守 矩 与 措 曲 线 的 关系 为 
M= E12 (6. 4. 3) 
QZ 
将 式 (6.4.2) 和 式 (6.4.3) 代入 式 (6.4.1) 中 ,得 
do “Yy 


9 


It 9 


(EI 9>) 十 p(x,t) (6. 4. 4) 
人 dr 

上 式 就 是 梁 弯 有 曲 振 动 的 运动 微分 方程 ,如 p(x,t) 硅 0, 梁 作 自 由 振 

动 ,其 运动 微分 方程 为 


2 .| 了 了 “ 、 
p= (El SY) (6. 4.5) 
9 4y ] 9 “y . 
或 与 成 dr 十 a f2 一 0 
其 中 二 于 


(6.4.6) 


区] 6. 4.1 


梁 的 弯 振 
6.4.2 有 梁 的 自由 振动 


梁 弯 曲 振动 的 运动 微分 方程 (6.4.6) 是 一 个 四 阶 偏 微分 方 
程 .为 求 其 振动 解 , 仍 可 采用 分 离 变量 法 , 即 假定 方程 (6.4.6) 的 
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解 有 下 列 形式 
y(Xt) = 从 (Z)YCE) (6. 4.7) 
将 式 (6. 4.7) 代入 方程 (6. 4. 6) 中 ,得 


云 可 二 一 交 (6. 4.8) 


要 使 仅 依 束 于 t 的 左 端 与 仅 依赖 于 zx 的 右 端 相等 ,两 者 应 等 于 同一 - 
常数 。 取 这 一 常数 为 一 p ,于 是 有 


di:Y ja 

jr tpr=0 (6. 4.9) 
dX ov »。_p 
dr BA=0, = 2 (6.4.10) 
方程 (6. 4.9) 的 通 解 为 

Y(t) = Asinpt 十 Becospt (6.4.11) 
方程 (6. 4.10) 是 一 个 四 阶 常 系数 线性 微分 方程 , 它 的 特征 方程 是 

用 ew 一 - 0 


其 特征 值 为 
N=p, =—pB, =P, N=— A 
所 以 ,方程 (6. 4. 10) 的 通 解 为 
X(T) 一 Ce 和 十 De 二 Ee 个 十 Fe 旋 
或 表示 为 
Xr) 一 cchpzr 十 cishpBz 十 cicospz 十 cisin8z 山 
(6. 4. 12) 

特征 值 8 及 振 型 函数 由 梁 的 边界 条 件 来 确定 。 

对 于 梁 的 弯曲 振动 ,基本 的 边界 条 件 有 以 下 几 种 : 

(1) 固 支 端 ” 固 支 端的 挠 度 和 转角 都 为 零 , 即 


中 双 曲 图 数 有 如 下 关系 


“hr .一 | ee- +)， chr (er 十 已 


2 
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< 一 0 或 7 (6, 4.13) 
Dy (ge,1) = | 
ox 


(2) 贸 支 端 ” 匀 支 端的 挽 度 与 弯 矩 都 为 零 , 即 


y(€,2) = 站 

sy ay ol “一 0 或 / (6. 4.14) 
dr 

(3) 目 由 端 ”自由 端的 弯 矩 与 前 力 都 为 零 , 即 


EI 学 (6 一 0 
< 一 0 或 / (6. 4. 15) 
9 3y & 
Dr 


除了 以 上 基本 边界 条 件 以 外 ,还 有 其 它 一 些 边界 条 件 , 比 如 梁 
端 具 有 弹性 文 承 或 附 有 集中 质量 (图 6. 4.2) .图 6.4. 2(a) 所 示 梁 
右 端的 边界 条 件 为 


了 DY ,9y 
El 了 (1,1) =—&k, 37 (42) 

33 (6. 4.16) 
EI (Lt) =— ky(l,t) 


Cp) 


图 6. 4.2 两 类 边界 条 件 


图 6.4. 2(2) 所 示 梁 右 瘦 的 边界 条 件 为 
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杂 “ 

El 3 (1,t) 一 0 

p19 jay 网 (6. 4.17) 
ari ”91 


在 所 有 这 些 边界 条 件 中 ,反映 对 端点 位 移 或 转角 的 约束 条 件 称 为 
几何 边界 条 件 , 反 映 对 弯 矩 或 交 力 的 约束 条 件 称 为 力 边界 条 件 。 

根据 梁 的 边界 条 件 , 可 确定 梁 的 无 限 多 个 固有 频率 p; 和 相应 
的 振 型 函数 X,(x), 因 而 梁 弯 曲 自由 振动 的 一 般 表 达 式 为 

yl(X,t) = > Xi(x) CAisinpit 十 Bicospt) (6.4.18) 

式 中 Aj,Bi(i 二 1,2,…) 由 系统 的 初始 条 件 y(x,0), 和 yCxr,0) 
决定 。 

6. 4.3 固有 频率 与 振 型 函数 


在 具体 考察 各 种 支承 情况 下 粱 弯曲 振动 固有 频率 和 振 型 图 数 
之 前 , 先 将 边界 条 件 中 要 用 到 的 XGz) 的 各 阶 导 数列 出 如 下 : 
X' (zx) = BleshpBzr + cchBr — cssinBr 十 ccosp7y | 


(6.4.19) 
NX"(r) = PlcchpBr 十 crsh8zr — ccoshr 一 cisinp7 | 

(6. 4. 20) 
X”(x) = Pleshpr + echBr 二 csinpz — ccosprz | 

(6. 4.21) 


下 面 先 讨论 几 种 第 见 梁 的 情形 。 
1. 简 支 梁 (图 6. 1. 3) 
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由 简 支 深 的 边界 条 件 (6. 4. 14) 可 推 知 
六 (0) 二 0， AX”(0) 二 0 (6. 4. 22) 
各 (Ll) 二 0， AX”(1) 二 0 (6. 4.23) 
由 式 (6. 4. 22) ,有 
cl 十 Ci 一 10 Cl 一 人 5: 一 人 有 
故 有 
Cl 一 CS 一 
由 式 (6. 4. 23), 有 
csshBl + csinpl 
cshBl — csinBl 
因为 BL 了 关 0 时, shpBl 天 0; 故 得 


|! 


| 


C2 二 0 
于 是 ,特征 方程 为 
sinBt = 0 (6. 4, 24) 
由 此 得 特征 根 为 
8 = 宁 ， i 一 1.2， (6. 4. 25) 
因 Pr = 之 ,所 以 系统 的 固有 频率 为 
p; = (TD) 到， 一 ,2 《0. 4. 20， 
相应 的 振 型 议 数 为 
X(T) = sin Tz， 1 一 2 (6. 4. 27 


2. 固 支 梁 (图 6.4.4) 
由 固 支 染 的 边界 条 件 (6. 4.13) 可 推 知 
XX(0) 二 0， XX (0)} 二 0 (6. 4. 28) 
XU)=0, XU()=0 (6. 4. 25) 
由 式 (6. 4. 28), 有 
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一 


Cc» 十 Ct: 二 0 
C1 -一 (39 ”一 (4 


再 由 式 (6.4.29), 可 得 
(chAp 一 cosp)c; 十 (shpB — sinBDe, = 
(sh 十 sinlbl)cl + CchBl 一 cospl)c， 
要 使 cvcs 有 非 零 解 ,上 式 的 系数 行列 
式 必 须 为 零 , 即 
chA — cosBl shp 一 SinM 
shBl + sinBl chB 一 cos8B 


| 


(6.4.31) 。 册 6 4.4 国雄 
考 上 起 到 


ch*Bl — sh*Bl = 1, cos’bBlt sin l= 1 
式 (6.4. 31) 可 化 简 为 
cospPlchB!l = 1 (6. 4. 32) 
这 就 是 两 端 固 支 梁 的 特征 方程 ,用 数值 解法 可 以 求 得 一 系列 fp; 值 
G 二 1],2,…), 前 5 阶 的 特征 根 如 下 


其 中 ,对 应 于 7 宇 2 的 各 个 特征 根 可 足够 准确 地 取 为 
px 二 (1 十 5) i = 2,3,4,.… 


架 的 各 固有 频率 相应 地 为 


TD 方程 (6.4.32) 的 零 根 请 == 0, 对 应 于 系统 的 静止 状态 ,故人 镶 去 。 
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/EI .， 
p;:= pp; 万 ， i 一 1，2,… (6. 4. 33) 


求 得 各 特征 根 后 ,由 式 (6.4.30) 可 确定 系数 cc 与 c, 的 比值 。 


y = (2) chB.l — cospt 
oa sh — sinB 
shpi 十 sm 
一 - ChB CosBl (6. 4. 34) 


故 与 p; 相应 的 各 振 型 函数 可 取 为 
Xi(Z) = chBx — cospr tt Y(shBr — sinp;r) 
(6. 4. 35 ) 
其 中 前 3 阶 振 型 郊 数 示 于 图 6.4.5 


中 ， 一 一 ~ 上 
读者 可 以 证 明 : 从 自由 梁 的 边界 
条 件 和 一 人 一- 
X"(0) = 0, X”(0)=0 生 一 = 一 ~ 
X”"({) = 0, X”(/)=0 入 : 
得 到 的 自由 梁 弯 曲 振动 的 特征 方程 与 。 由 6.4.s 振 型 函数 
固 支 梁 的 特征 方程 (6. 4. 32) 相同 ,不 
过 目 由 M 染 还 有 
B=0 
的 二 重 特征 根 . 它 们 分 别 对 应 于 自由 梁 的 两 种 横 回 刚体 运动 , 即 在 
对 称 面 内 的 铅 直 平 动 和 绕 质 心 的 转动 .需要 指出 ,虽然 目 由 梁 与 固 
支 深 有 相同 的 弯曲 振动 固有 频率 ,但 它们 对 应 的 振 型 函数 却 是 不 
同 的 。 
3. 悬臂 梁 ( 图 6.4.6) 
-一端 固定 ,一 端 上 自由 梁 的 边界 条 件 可 表示 为 
X(0) = X'(0)=0 (6. 4. 36) 
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和 "一 兴 CD) 一 0 


(6.4.37) 有 外 
加 ， pEl 
由 条 件 (6. 4. 36), 可 得 0 - 
C3 一 人 人 《1 
4 图 6. 4.6 ”悬臂 梁 


利用 这 一 结果 与 条 件 (6. 4. 37) ,有 


(chfBl + cosBl)c) + CGshBl + sinbl)c, = 0 


| (6. 4. 38) 
(shBl — sinBDc + CchBl + cospl)c, = 0 


方程 (6. 4. 38) 有 非 零 解 的 条 件 为 


chp 十 cosB shpBl 十 | 
shA 一 sinM ch + cospt 


上 式 经 展开 并 化 简 后 可 得 
cosBlchBl =— 1 (6. 4. 39) 
即 悬 辟 梁 弯曲 振动 的 特征 方程 。 它 的 前 5 阶 特征 根 可 借 数 值 解法 


求 得 如 下 : 


其 中 对 于 1 之 3 的 各 特征 根 可 足够 准确 地 取 为 


BL Dr 


悬臂 梁 的 各 阶 固 有 频率 相应 地 为 
一 一 El 7 一 和 
p= BN ， ] ,2， (6. 4. 40) 


将 各 特征 根 代 和 方程 (6.4.38), 可 确定 系数 ce 与 cs 的 比值 
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C? ch + cospl 
“shBl + sinB 
= (6, 4. 41) 
故 与 p; 相应 的 振 型 清 数 可 取 为 
X(T) = chB,r — cospr XI(x) 
+ Cshp,r — sinp;x) Xi) 
(6. 4. 42) 
前 3 阶 振 型 函数 如 图 6.4.7 Xz) 
所 示 。 
由 基本 边界 条 件 组 合 的 其 它 出 6.4.7 报 理 着 数 
梁 的 情形 列 于 表 6. 4.1 中 ,以 供 
查 用 。 


表 6.4.1 均匀 梁 的 弯曲 振动 


yy 一 y(X,t) 挑 曲 线 的 挠 度 
物理 参数 EE 弹性 模 量 ”w 染 单 位 长 度 的 质量 
1 截面 惯量 矩 ”/ 梁 长 


WE) 一 > (Ca 一 > XiCr)C4sinzi 十 Bcos pt) 


通 解 X(T) 一 Cichpbzr + cshpBir + cscospir t+ esinB,r, 


Ce 
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¢ | 4.730 7. 853 10. 996 
(去 频率 除外 ) 


4.730 7.853 10. 99 


1.875 4. 694 7. 855 


一 人 二 jx， 全 一 去 jr， 
1 之 3 
chpzr — cospr 


匀 支 - 固 支 当 镑 支 -自由 加 
边界 条 件 | 和 (0) 二 X”(0) = 二 01X(0) 一 (0) = 二 01X(0) = X”(0)=0 
X(N) = X"(D) =0 | XD) = X00)=0 |X"() = Xl) 一 0 


竺 征 方程 sinX 一 0 th 一 tan4 一 0 thA— tan4=0 


3. 927 7. 069 10. 210 
3. 927 7. 069 10. 210 
( 零 频 率 除 外 ) 


本 人 二 1 


垢 型 画 数 si 7 3 sinB.2 
hh cosh ,hh 二 cos 
注 六 二 


以 上 讨论 了 三 种 基本 边界 条 件 组 合 的 染 的 固有 频率 和 振 型 昂 
数 ,对 于 其 它 形式 的 梁 也 可 进行 类 似 的 讨论 .例如 在 惹 臂 梁 自由 端 
上 加 上 横向 弹性 支承 ,其 弹 自 刚度 系数 为 &。 对 于 图 6.4.8 所 示 梁 ， 
其 边界 条 件 为 
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X(0) = 0, : 
X'(0)=0 (6.4.43) jj» 
X"(L) 一 0， 
EIX”(!) = EXO) 
(6. 4. 44) 
由 固定 端的 边界 条 件 有 
1 GT 图 6.4.8 ” 弹 支 端 条 件 
由 边界 条 件 (6. 4. 44) 及 上 式 ， 


有 
(chAM 十 cosp)c 十 (shp + sinBl)ec, = 0 
[LEIP (shBl — sinBl) 一 Achp — eospl) le, 
+ ETP (chBl + cosBl 一 有 shp — sinBl) lc,= 0 
(6. 4. 45) 
方程 (6. 4. 45) 有 非 零 解 的 条 件 为 
ETP (chBl + cosBLl)’: — kchBl 十 cosBl) (shBl — sinBl) 
— EIP' (sh’*B! — sin:Bl) + k(shpBl + sinBl) 
X (chA — cosBl) = 0 
化 简 后 ,得 
“EIB(] + chfBlcosBl) 十 k(chBlsinBl — shBlcosBl) = 0 
或 写成 


kk 1 十 chpBlcosBLl 
ET | 1 chpsinB — shpBlcosB/ (6. 4. 46) 


上 式 即 为 一 端 固定 ,一 问 具 有 横向 弹性 支承 梁 的 特征 方程 。 
两 种 极端 情形 : 
(1) 当 & 王 0 时 , 式 (6.4.46) 转化 为 
1 十 chApicosA 一 0 
即 得 到 悬臂 深 的 特征 方程 。 
(2) 当 有 ->oo 时 ,弹性 支承 就 相当 于 匀 支 端 , 式 (6. 4.46) 转化 
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chBlsinBl — shfpicospl = 0 


thB!l = tanfl (6. 4. 47) 
即 得 到 一 闪 固 定 , 一 端 匀 文 情形 下 的 特征 方程 。 


6.5 草 切 变形 、 转 动 惯 量 与 轴 向 力 的 影响 


6. 5. 1 剪 切 变形 与 转动 惯量 的 影响 


上 一 节 所 讨论 的 梁 的 振动 问题 是 以 简单 梁 理 论 为 基础 的 ,所 
得 到 的 频率 和 振 型 函数 随 着 阶 数 的 增高 其 准确 性 将 下 降 , 因 此 , 当 
分 析 跨 度 短 而 截面 高 的 梁 , 或 者 分 析 细 长 梁 的 高 阶 振 型 时 ,就 必须 
考虑 转动 惯量 和 剪 切 变形 的 影响 。 


在 粱 上 取 一 微 元 段 
dzr, 如 图 6.5.1 所 示 . 图 ” Nd 截面 法 线 
上 已 经 考虑 了 了 微 元 段 的 一 8 梁 轴 线 的 切 红 
转动 和 前 切 变形 。 当 忽 ny \ TT- 
略 前 切 变形 时 , 微 元 段 dz | 
为 虚线 所 示 , 截面 法 线 | 
1 


与 梁 轴 线 的 切线 重合 。 ”一 一 一 一 一 
设 由 穹 扰 MM 引起 的 截图 6.5.1 前 切 与 转动 惯量 的 影响 

面 转角 为 0; 由 于 剪 力 @ 

的 作用 ,矩形 单元 变 成 平行 四 边 形 单元 ,但 横 截面 没有 发 生 转动 ， 
因此 由 地 矩 M 和 剪 力 Q 共同 作用 引起 的 梁 轴 线 的 实际 转角 守 为 


cy 
YY pp 8 (6.5.1) 


Ar 


其 中 ,8 是 剪 切 角 。 由 材料 力 党 知 
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Pp = 二 (6.5.2) 


式 中 A 一 一 横 截 面 面 积 ; 
c 一 一 坊 切 弹性 模 量 ; 
上 一 一 取决 于 截面 形状 的 第 数 因子 ， 
根据 图 6.5.1, 可 以 列 出 微 元 段 沿 y 方 向 和 绕 质 心 转动 的 微分 
方程 分 别 为 


d’y 98 

已 15 一 Ir (6. 5.3) 
9 GAY 

/5 (6. 5,4) 


式 中 [一 一 次 单位 长 度 的 质量 ; 
J 一 一 单位 长 度 的 梁 对 截面 中 性 轴 的 转动 惯量 。 
将 式 (6. 5.1) 和 式 (6.5.2) 代 人 以 上 两 个 方程 中 ,并 考虑 到 材 
料 力 学 中 次 的 公式 


VW 
FE 元 一 对 
可 以 得 到 
可 人 od 一 dy 
255 十 LKAGO 元) = 0 (6. 5. 5) 


195+ KAGO 一 2) 一 2(EI CO)=0 (6. 5. 6) 
对 等 截面 均匀 粱 ,从 方程 (6.5.5) 和 (6. 5.6) 中 消去 8, 得 到 
Elp yay | PT ay _ 
KGA’ 9r9t KGA oar 
(6.5.7) 
这 就 是 考虑 剪 切 变形 和 转动 惯量 影响 时 ,等 截面 均匀 梁 的 目 由 振 
动 方 程 , 式 中 后 两 项 反映 了 前 切 变 形 和 转动 惯量 对 梁 振 动 的 影响 。 
例 6. 5.1 试 说 明 转 动 惯 量 和 前 切 变形 对 均匀 简 文 深 固 有 频 
率 的 影 啊 。 


IY ， 93 
to Wt 
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一 一 


解 根据 上 一 节 对 人 简 文 架 的 讨论 ,可 假发 第 阶 主 振动 为 


y, (x1t) = sin Ty .sin(pit 二 + @) (6. 5. 8) 
它 显 然 满 足 简 支架 的 边界 条 件 . 将 它 代 人 方程 式 (6.5.7), 可 得 频 
率 方程 为 
Ei x J 
pT r+ 7 十 RA TIP 十 Reap = 0 
(6. 5. 9) 


由 于 pi 的 系数 与 其 它 各 项 系数 相 比 要 小 得 多 ,因而 略 去 不 计 。, 于 
是 , 梁 固 有 频率 的 近似 值 为 
Ei 1T 


~ IX FI » 
Pp; 二 (—) | ~ )(—): (6.5.10) 
lL A 0 KGA’ / 


引信 关 系 式 P 二 Ay,J = jl = pyAr ,rr 是 截面 对 中 性 轴 的 惯性 半 
径 ,4 是 单位 体积 的 质量 ,于 是 式 (6. 5. 10) 可 改写 为 


IX,, Er | 2 已 ix,, 
p; = (7) | 1 二 r+ Re)(7) 


, fs . 
,viT,, | rr EE | 
DN 1 — F(T RE CT | (6.5.11) 


J 
1 十 《证 


式 中 ( 字 )* A/ 各 是 不 考虑 前 切 变形 和 转动 惯量 因素 时 , 简 支 梁 的 

半 有 频率 . 可见, 前 切 变 形 和 转动 惯量 的 影响 使 对 的 固有 频率 订 

低 , 而 且 固有 频率 阶 数 愈 高 ,这 种 影响 愈 大 ;另外 , 随 着 细 长 比 / 
的 增加 ,这 种 影响 也 将 增长 。 

如 果 只 考虑 转动 惯量 的 影响 , 则 式 (6. 5. 11) 为 

IN,, [EI 

p; 二 C 

时 只 考虑 区 切 变 江 的 影响 , 册 葡 (6.5 11) 为 


(人 JS 一 二 (6. 5.13) 


1 一 Fy (6. 5. 12) 
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一 


考虑 到 对 各 向 同性 材料 ,上 二 2(1 十 ,又 上 过 1, 所 以 剪 切 变形 对 
固有 频率 的 影响 比 转动 惯量 的 影响 大 。 


6.S.2 轴 回 力 的 影响 


如 果 梁 在 两 端 轴 向 拉力 作用 下 作 自 由 振动 , 则 微 元 段 上 所 受 
的 力 除 前 力 Q 和 弯 和 矩 M 
外 ,还 将 有 轴 向 力 工 的 作 yy， MM 


Ar 


用 ,如 图 6. 5.2 所 示 ,在 微 | T 

pj MM 9 + gx 
小 振动 的 情形 下 ,假定 轴 A I 
向 力 了 是 常量 ,并 且 这 里 J + 


1 


不 考虑 前 切 变 形 和 转动 惯 
量 的 影 啊 。 
微分 段 在 y》 方 呵 的 运 图 6.5. 2 ” 轴 向 力 的 影响 
动 微分 方程 为 
_ Fy 


pdx = Ys 


一 一 (Q + dz) + TC0 + edz) — T7060 
7 dg 


将 0 一 衬 ,Q 一 他,M 二 E12 学 等 关系 代入 上 式 ,化 简 后 即 得 在 二 
向 力作 用 下 梁 自由 振动 的 微分 方 各 


2 2 2 2 | 
9y_ -2 01-2) 十 人 2 (6. 5. 14) 
上 和 让 


下 面 以 等 截面 均匀 简 文 梁 为 例 ,讨论 轴 辣 力 对 梁 弯 曲 振动 固 
有 频率 的 影 啊 ， 
对 于 简 支 梁 , 可 假设 第 : 阶 主 振动 为 


yi) = sn 7 sin(pt + 8) (6.5.15) 


代入 式 (6.5.14) ,可 得 系统 的 频率 方程 为 
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op: — EI1(T) — T(T) = 0 (6. 5.16) 


由 此 解 得 固有 频率 为 


人 x) 
p’ = 一 (了 2 [1 十 一 一 一 一 一 i 7 (6. 5.17) 


与 上 一 节 讨 论 入 价 友 当 因 有 频率 区 (6 4.26) 相 比 , 轴 问 拉力 的 作 
用 使 得 系统 固有 频率 有 所 提高 ,而 且 随 着 频率 阶 数 的 增加 ,这 种 影 
啊 将 减 小 .这 是 由 于 轴 问 拉力 的 作用 ,将 使 梁 的 找 度 减 小 ,相当 于 
增加 了 梁 的 刚度 ， 

读者 试 分 析 , 轴 向 压力 对 系统 固有 频率 的 影响 。 


6.6 振 型 函数 的 正 交 性 


在 第 五 章 中 我 们 讨论 过 多 目 由 度 系 统 主 振 型 的 正 交 性 ,这 种 
下 交 性 是 模 态 分 析 法 的 基础 .本 章 引 言 中 曾 担 到 弹性 体 振 动 具 有 
类 位 的 特性 。 从 前 几 节 的 讨论 中 可 以 看 到 ,一 些 简单 情形 下 的 振 型 
图 数 是 三 角 图 数 ,它们 的 正 交 性 是 比较 熟悉 的 ;而 在 男 一 些 情形 下 
得 到 的 振 型 函数 还 包含 有 双 曲 函数 ,和 它们 的 正 交 性 以 及 更 一 般 情 
形 下 振 型 肾 数 的 正 交 性 尚 得 进一步 说 明 。 

下 面 我 们 仪 就 梁 的 弯曲 振动 的 振 型 消 数 论证 其 正 交 性 ,因为 
在 讨论 正 交 性 时 ,不 必 涉 及 振 型 图 数 的 具体 形式 ,所 以 我 们 稍微 放 
宽 一 些 假 设 条 件 ,考察 变 截 面 架 的 情形 。 这 里, 深 单位 长 度 的 质量 
p(X) 以 及 截面 刚度 EI(x) 都 是 的 已 知 陆 数 , 而 不 必 为 常数 , 故 
守 用 目 自 吕 朋 过 列 伐 分 广 稚 万 

坊 |E7(z) 于 a 0 |=— pr) S20) (6.6. 1， 


二 用 分 而 丰县 法 六 yz) 表示 为 
yr,t) = XA(r)Y(t) (6.6. 2) 
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将 它 代 人 方程 (6.6.1) 进行 分 离 变 量 后 ,可 得 


d*Y or 
Fr +pY=0 (6. 6. 3) 
d? d*X » 


我 们 将 从 方程 (6. 6. 4) 出 发 ,分 两 种 情形 进行 讨论 。 

1. 以 基本 边界 条 件 组 合 的 梁 的 情形 

当 深 的 边界 条 件 为 基本 边界 条 件 时 , 与 式 (6.4.13)， 
(6.4. 14),(6. 4.15) 相对 应 的 边界 条 件 分 别 为 


闫 支 新 
X(E)=0 
5 一 0 或 / (6. 6.5) 
xc | 4 0 
锐 支 端 
X(E) 一 0 
二 0 或 ! 6. 6. 6) 
EI(E)X"(E) = | 到 
自由 并 


EICOX" (CE) = 0 | 上 一 0 或 1/ (6.6.7) 
[ETCz)XCz | =0) © | 


现 假设 方程 (6. 6.4) 在 一 定 的 边界 条 件 下 ,对 应 于 任意 两 个 
不 同 的 特征 值 p; 或 bp; 的 振 型 函数 分 别 为 X;(z) 与 Xi(r) ,于 是 有 
[EICX)XI (xX)) = PipX)X(T), O07X<l (6. 6.8) 
[EI(X)XI (xX) = pip(r)X(r), OXr<l (6. 6. 9) 
对 式 (6.6.8) 乘 以 Xi(Cz)dz, 然 后 在 0 去 工 生 2 上 对 工 进行 积分 ,得 
| XDLELz)X! (xT) dx 
= X(T EICXIXI (Cr | — XX; (Cr)EI(X)X’ (xr) | 


十 | E12)X! (TX (xr)dr 


上 
= pr| pK CX) dr (6. 6. 10) 
0 
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再 对 式 (6. 6.9) 乘 以 Xi;(r)dx, 然 后 在 0 过 + 过 江上 对 x 进行 积分 ， 
得 
! 
| XLET IXY Cz) dr 
= XX)LEICr)X’ (x)] 1 — XX (rEIT(r)X! (zx) | 


+ | ELC XY Cr) XY (x)da 


i 
= pi| pK (TK)de / (6. 6.11) 
式 (6. 6. 10) 与 式 (6.6. 11) 相 减 ,可 得 
{ 
(pi 一 的 )| pOX TX (z)dr 
= {Xx)LET(r)Xr (7))]’ — X; (xX)EI(r)XY (7x) 
一 XX EI(Cr)XY Cr) 十 XX (TOEI(X)X" (TX)} | 
(6. 6. 12) 
可 以 看 到 ,如 果 以 式 (6. 6. 5) ~ (6. 6.7) 中 任意 两 个 式 子 组 合成 梁 
的 边界 条 件 , 那 未 式 (6.6.12) 右 端 都 将 等 于 零 . 所 以 ,在 这 情形 
下 ,就 有 
Cp — pH| pKX DX rdr = 0 
但 前 面 已 经 假设 p; 关 pj, 故 有 
| pOX TX, (rdz 一 0，1 关 J (6. 6. 13) 
正 是 在 这 一 意义 上 ,我 们 称 振 型 函数 X,(x) 与 X;(x) 关于 质量 密 
度 p(x) 正 交 ,数学 上 , 亦 称 以 p(x) 为 权 的 加 权 正 交 , 以 区 别 于 
o(X) 等 于 常数 时 ,XX,(7) 与 X,(x) 所 具有 的 通常 意义 下 的 正 交 性 : 
| XK)de 二 0，171 关 ] 


考 虚 到 式 (6.6.13), 从 式 (6.6.10) 或 式 (6.6.11) 都 可 以 看 
到 ,在 上 述 边 界 条 件 下 ,有 
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! 
| EI(X)Xr (rr)AXr (Td = 0,， 1 关 ]J (6. 6.14) 
0 


由 此 可 见 , 梁 弯曲 振动 振 型 了 消 数 关于 刚度 EI(x) 的 正 交 性 ,实际 
上 是 振 型 为 数 的 二 阶 寻 数 所 具有 的 正 交 性 。 
当 z = 二 j 时 , 式 (6.6.12) 目 然 满足 。 这 时 ,可 记 下 列 积分 为 
| ec 和 Codz = AI 


， (6.6.15) 
| EI(x)! X’"(x)ldr = KK, 
0 


M; 称 为 第 i 阶 振 型 的 广义 质量 ,天 , 称 为 第 : 阶 振 型 的 广义 刚度 。 由 
式 (6. 6. 10) 或 式 (6. 6.11) 不 难看 到 ,有 
天 ;1 = 户 
2. 梁 的 边界 条 件 中 含有 非 基 本 边界 条 件 的 情形 
当 梁 的 边界 条 件 中 含有 非 基 本 边界 条 件 时 , 振 型 函数 的 正 交 
关系 需要 修正 ,比如 : 
当 梁 的 / 端 为 弹性 支承 时 ,边界 条 件 为 
EI(U)X”"(l)=0 
[EIT(xXOX’" (x)]’ | = kXOU) 
将 它 代 入 式 (6. 6. 12) 与 式 (6. 6. 10) ,可 得 


| pC XX Cx)dz 一 0 | 
| EL (OX (x)Xr Cr)dz + EX)X (Ll) = 0， i j| 


(6. 6. 16) 
又 当 桨 的 ! 病 上 共有 附加 质量 时 ,边界 条 件 为 


下 LA CO) 一 0 
[EI(XIX"(T)| |, ,=— mp’X() 


将 它 代 入 式 (6. 6. 12) 与 式 (6. 6. 10) ,可 得 
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| pT XTIX dr + mR KX) = 0 i 


i 
| EI(r)AX"(X)A (Td = 0 


(6. 6. 17) 
6.7 连续 系统 的 动 啊 应 


在 离散 系统 的 动 啊 应 分 析 中 ,我 们 利用 主 振 型 的 正 交 性 ,使 微 
分 方程 解 而 ,从 而 使 多 自由 度 系 统 的 动 啊 应 分 析 可 以 转化 为 多 个 
单 且 由 度 系统 的 模 态 啊 应 问题 。 在 求 得 各 模 态 的 啊 应 后 ,再 进行 于 
加 ,就 可 以 得 到 原 系 统 的 啊 应 。 这 种 模 态 分 析 方 法 也 称 主 振 型 公 
加 法 。 

对 于 具有 无 限 多 自由 度 的 连续 系统 ,也 可 以 用 这 种 方法 来 求 
系统 的 动 啊 应 ,下面 我 们 还 是 用 梁 的 弯曲 振动 为 例 来 说 明 这 一 
过 程 。 

设 有 弯曲 刚度 为 1(x), 质 量 分 布 密 度 为 p(x) 的 梁 , 在 分 布 
载荷 p(xr,t) 的 作用 下 , 梁 的 穿 曲 振动 微分 方程 (6, 4,4) 可 改写 为 


2 2 < 
ELC) St)] 十 PCz) Hrst) = ph,t) 


(6.7.1) 
梁 的 各 阶 振 型 函数 XX,(x) 满足 下 列 方程 
[ETCXOXY (XT))” — pp(XIX(T)=0 (6.7.2) 
和 相应 的 边界 条 件 。 对 于 基本 边界 条 件 , 振 型 函数 也 满足 下 列 正 交 
关系 
| pCDX TX, (x)dz 一 入 7] (6.7.3) 
0 MM, J 


{ U ， 1 天 7 、 
| ET(x)X" (xr)X’ (x)dxr = | (6.7.4) 
0 K., J 
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现 设 方程 (6. 7. 1) 的 解 可 以 表示 为 振 型 函数 的 无 穷 级 数 , 即 
y(zx,t) = > ,Xi(7)gi(t) (6.7.5) 


其 中 各 g(t) 可 以 看 做 系统 的 广义 坐标 (相当 于 多 自由 度 系 统 中 的 
主 坐 标 )。 下 面 用 拉 格 明日 方程 来 推导 各 广义 坐标 满足 的 运动 微分 
方程 。 

自 先 来 看 系统 功能 的 表示 式 。 由 式 (6.7.5), 梁 各 点 的 速度 可 
表 不 为 


(x, 1) 一 xX (x )gi(t) 
考虑 到 式 (6.7.3), 系 统 的 动能 可 表示 为 
' [9 
EF = eo dx 
1 fr ~ ”Ne 
=— 于 | pn) Xi(r)g 上 X19) dx 
| “ 9 ~ 
— 7 OM (6. 7.6) 
式 中 
i 
M. = | PCr) Xr)dz 


Mi 称 为 对 应 于 广义 坐标 9 的 广义 质量 。 

骨 来 看 系统 的 势能 表示 式 。 只 考虑 荣 的 弯曲 势能 ,由 式 (6. 7， 
5), 荣 各 截面 上 的 弯 矩 M(x) 可 表示 为 
M(x) = = ET1Cz) 2 2 (Cr， 1) 


一 El(x) 之 和 (TDIGN LE) 


二 于 | ET ) | Sx, )| dx 
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pp Xx )g | ( > Xr (rgi) dr 


sai| EI(X)XY GCT)S2Cr)dz 
总 


| 


| 
~. -一 
WW 


Ww 
PA 
-hy 

”5 

人 

I 

~ 

~ 

Te 


式 中 
天. 三 | ET(rX)| 人 (六 ) | dx 
K, 称 为 对 应 于 广义 坐标 4 的 广义 刚度 . 且 有 
大, 一 piM. 
然后 来 看 广义 力 @,. 由 式 (6.7.5), 梁 的 虚 位 移 可 表示 为 
3y(z) = > 和 (Cz)39， 
梁 的 分 布 载 竺 p(x,t) 在 上 述 虚 位 移 上 所 做 的 虚 功 为 
OW = | pz df SX)80, Jdz 


一 > ao| 户 (zt)AXi(Cr)dz 


== > Qic， (6.7.8) 
式 中 ,定义 了 厂 义 力 Q; 为 
Q; 三 | pr dX)dz (6.7.9) 


将 上 面 得 到 的 动能 EE、 势能 E, 以 及 广 闵 力 Q; 的 表示 式 代 人 
拉 格 明日 方程 
d <| | oF 
og dg; 有 
可 得 广义 坐标 9 的 下 列 运动 微分 方程 
0 十 pig(t) = QD/M. 一 1,2:3,… (6.7.11) 
方程 (6.7. 11) 即 是 广义 坐标 g;() 应 满足 的 方程 , 它 的 解 可 利用 1 


一 人 《6. 1. 10; 
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和 目 由 度 系统 讨论 的 结 采 得 到 。 
假设 架 的 初始 条 件 为 


y(Z, 0) 一 > qi (OX (x) = f(z) 


(7,0) 一 (0 成 人) 一 g(x) 
则 利用 振 型 印 数 的 正 交 性 ,得 到 用 广义 坐标 表示 的 初始 条 件 为 


7 (0) 二 站 | or)FCzyX Cr)dz 
(6.7. 12) 


! 
gq:(02 一 坪 | p(X TIX,T) dX 
;Jo 


于 是 ,方程 (6.7.11) 的 通 解 可 确定 为 
a; 


qi(t) = gq;(0)cospt 十 SInNpit 十 i， Q,T)sINnp(t — Tdr 


(6.7.13) 


将 上 取代 入 云 (6.7.5) 中 ,得 到 梁 在 初始 激 扰 及 广义 力作 用 下 的 
响应 , 即 


y(T,1) 一 SX, | a0)eosp 十 0 


sln 力 it 


十 vl GCCr)sin pi 一 dr (6.7.14) 
讨论 : 
(1) 如 末 作 用 在 梁 上 的 载 集 不 是 分 布 力 ,而 是 作用 在 梁 上 荐 
点 Zi 处 的 集中 力 了 (2), 那 末 利 用 6 水 数 ,可 将 集中 力 的 分 布 集 度 
表示 为 
px,t) = PG)O(rX— Xi) 
(2) 在 方程 (6.7.11) 中 ,要 过 到 积分 


| pr OX Cr)dz 
因为 X,(x) 包含 有 双 曲 函数 ,所 以 要 完成 这 个 积分 有 时 是 比较 困 
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难 的 ,和 常 借 助 于 数值 积分 完成 .对 集中 力 来 说 ,利用 0 也 数 的 性 质 ， 
可 以 避免 这 一 困难 。 

例 6.7.1 均匀 简 支 梁 在 t= 0 时 除 两 个 端点 外 ,其 它 各 点 均 
获得 横 同 初速 度 v, 求 此 后 梁 的 啊 应 。 

解 。” 均匀 简 支 梁 的 固有 频率 为 


_ ixys /El 


相应 的 振 型 图 数 为 
X.(r) 一 Sin TX 
第 7 阶 振 型 的 广义 质量 AMW 为 


M, = | 0X7(r)dz 一 350 
0 


设 梁 的 自由 振动 可 表示 为 
y(X,t) 一 ,Xx)g;(2) (a) 
广义 坐标 9;(t) 所 满足 的 方程 为 
qi(t) + prqi(t) = 0 (b) 
由 初始 条 件 


y(x;0) = 0， P(x,0) =%, 0 一 一 / 


qi:(0) 一 0 

Cec; 

qi(0) 一 让 | PX (rvdr -一 7 -一 | 《 
所 以 ,方程 (2) 的 解 为 


一 和 1 
gq:(t) 一 mp spt, 7 二 1,2， 


最 后 ,由 式 (a) 得 梁 的 啊 应 为 
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dv < 1 .ix . 
y(X,t) 一 > psin( Tyr)sinpt 


rsp: 

例 6.7.2 均匀 简 文 梁 在 xz = x 处 作用 有 一 正弦 扰 力 
Psinwt ,如 图 6.7.1 所 示 。 试 
求 梁 的 动 响应。 假定 次 的 初 
始 位 移 和 初始 速度 均 为 零 。 

解 ” 梁 的 固有 频率 \ 振 。 
型 蝎 数 和 广义 质量 均 与 上 例 
相同 。 作 用 在 xz = x 处 的 集 图 6.7. 1 ” 动 载 下 的 染 
中 力 可 表示 为 


> 


pt 


p(x,t) = Psinwto(r — zi) 
式 中 0(X) 为 6 明 数 ,于 是 , 广 闵 为 @; 为 


Q(t) 一 | pr OX dz 


1 
1TH 
一 Psinet| sin 一 一 0(z -— Xi)dx 
0 


{ 
一 Psin lsine 
所 以 ,广义 坐标 g; 的 运动 微分 方程 为 
q; 十 piq; 一 Sin sina 
上 述 方程 对 应 零 初 始 条 件 的 解 为 


1 2P. nx 
gq;(t) = sb, Dl sin 一 


1TT) 


| sinwr * SINp;(t — Tdr 
0 


2Psin 


= C—O (SINwt 一 sinpt) 
ot(p; Cw” ) 已 ， 


梁 以 物理 坐标 表示 的 动 响应 y(x,?) 为 
y(t) = > ,Xr)gi(t) 
i=] 
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， ?7TCZ1 
S11 。 

2 > { .IT ， ， CU 
一 7 SI 7 (sinwr 一 万 SI 


-Pp 
上 上 式 括 号 申 的 第 一 项 是 天 洁 起 的 自由 拔 动 .由 于 实际 系统 总 丰 
在 着 阻尼 ,所 以 这 部 分 上 自由 振动 将 随 着 时 间 很 快 消失 , 剩 下 的 稳 态 
啊 应 为 


开光 1 7 TX 
-Sin 一 一 SInct 


一 / 


y(r,t) = 


例 6.7.3 思科 
支 梁 受 图 6. 7.2 所 示 的 
突 加 分 布 载 入 p(x,t) 


= 字 F() 的 作用 , 求 梁 
的 动 响应 


户 (zt = TE) 


解 人 简 文 深 的 国 FC) 
有 频率 、 振 型 肾 数 和 广 ] 
义 质量 在 例 7. 6. 2 中 已 
经 确定 , 现 将 梁 的 动 啊 0 人 1 
应 表示 为 


图 6.7.2 动 载 的 时 空 变化 
y(Xx,t) = > (x ) gi(t) 


广义 坐标 .1) 所 满足 的 微分 方程 为 
q; 十 pf;g; = 六 @ 
其 中 广义 力 Qi:(1) 为 
Q(t) 


J pOX nda 


-一 ll zsin $7 Tdx 
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1 TX 7 下] 
-Fo -六 cos 了 
(zT7Z IN/l 了 
一 一 Cp Ycosin 
1T 


dl 


一 《一 了 h(t) 
故 广义 坐标 9;(t) 的 运动 微分 方程 为 


2 ff i 十 1 2 
q; 十 Pid: = ( 1) ro (1 


对 应 零 初 始 条 件 ,上 述 方程 的 解 为 
irl 2C 
(一 1) Kopi coOspt), 01 人 L 
1 二] C 
(一 1) FeopiL osplt 一 娘 ) 一 cosptj， t 之 
故 架 的 动 啊 应 可 确定 为 


| 


yx st) 一 - > ,sin q(t) 


1 一 |] 


6.8 薄膜 的 振动 


本 节 我 们 介绍 最 简单 的 二 维 弹 性 体 一 一 薄膜 一 一 的 振动 。 
薄膜 是 指 一 块 绷 紧 的 弹性 薄片 , 它 的 厚度 很 小 ,以 至 不 能 抵抗 弯曲 
变形 .这 样 ,与 6.2 节 中 讨论 的 弦 类 似 , 薄 膜 中 的 内 力 只 有 薄 胸 张 
力 。 设 薄膜 单位 面积 上 的 质量 为 2, 单位 长 度 上 的 膜 力 为 4 。 取 ozy 
平面 位 于 膜 平面 内 ,并 设 膜 上 任何 点 沿 z 方 向 的 位 移 包 很 小 ,因此 
张力 了 可 认为 是 第 量 。 

为 建立 薄膜 横向 振动 的 微分 方程 ,在 膜 上 取 一 微 元 dzdy, 如 
图 6.8.1 所 示 。 在 dy 边 上 沿 民 方向 的 合力 近似 为 


Tdy(8 十 dz) — Tdy0 = 了 Pdrdy 
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图 6. 8.1 薄膜 的 振动 


类 似 地 ,在 dz 边 上 沿 Z 方 向 的 合力 为 T Gdzdy。 因 为 沿 、y 方向 


的 斜率 分 别 为 = 字 ,p 一 3 所 以 ， 薄膜 沿 z 方向 的 合力 为 
yy 2 
dr 
于 是 , 薄 了 横向 振动 的 微分 方程 为 


9 Tw 9 tw 9 YA 
pdrdy 可 到 at T| + 


7| 


dzrdy 十 plrx,y,t)drdy 


EP 


I TV ply ti) (6. 8. 1) 


式 中 VV? 一 227 十 疗 是 拉 普 拉 斯 算 子 ,p(x,y,1) 是 薄膜 承受 的 分 


布 横向 并 荷 ， 当 外 沂 并 力 P(X,y,t) 硅 0 时 ,系统 作 自 由 振动 ,日 由 
振动 的 微分 方程 为 


9 %e 
oar 


式 中 = .方程 (6， 8.2) 也 称 一 维 波动 方程 。 


= Cc Vw (6. 8. 2) 
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下 面 我 们 以 周边 固定 的 矩形 薄膜 (图 6. 8.2) 为 例 来 讨论 方程 
(6. 8.2) 的 解 , 对 四 边 固 定 的 矩形 膜 ,其 边界 条 件 可 表示 为 
wlé, yt) = 0, €=0,a (6. 8. 3) 
和 wz,é,t) = 0, 一 0,0 (6. 8. 4) 
与 讨论 其 它 弹 性 体 振 动 问题 
一 样 ,这 里 仍 采用 分 离 变 量 法 去 “ 
寻求 方程 (6. 8. 2) 满足 边界 条 件 a 


(6. 8. 3) 和 (6. 8. 4) 的 解 . 首 先 假 | 
定 w(x,y,t) 可 分 离 为 振 型 消 数 
W(xz,y) 和 时 间 函 数 二 (9 ， 即 4 z z 
wr yt) = Wx,y)T() 

(6. 8. 5) 图 6.8.2 ”和 矩形 薄 由 
由 于 自由 振动 是 简 谐 振动 ,将 上 
式 代 人 方程 (6.8. 2) ,得 到 系统 的 特征 值 问 题 为 

(zy) 十 1WYCGry) 一 0 (6. 8.6) 


式 中 二 (pp1/e) ,将 式 (6.8.5) 代 入 式 (6. 8.3) 和 和 (6. 8.4) 中 ,可 将 
边界 条 件 表 示 为 


WI(éE,y) = 0, §€= 0,a (6. 8.7) 
利 W(X,£) = 0, €=0,6 (6. 8.8) 
再 假设 方程 (6. 8. 6) 的 解 有 如 下 形式 
W (71,y) = XY Cy) (6. 8. 9) 
代入 方程 (6. 8. 6) 中 ,得 到 
SAYy(y) + Xr) © + pzX(z)Y(y) = 0 


1 dX(z) 1 d'Y(y) 
X(T) dz Y(y) dy 


十 康 一 0 
由 此 导致 
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CT 


d*X (x) 


I Xz) 一 0 (6. 8.10) 
一 +) 一 0 (6. 8.11) 
其 中 

a 7 = pp (6. 8. 12) 

方程 (6. 8. 10) 的 解 为 
A(T) = csinar 十 ccosar (6, 8.13) 

方程 (6. 8. 11) 的 解 为 
Y(y) = cssin7y 十 ccOSYy (6. 8.14) 


因此 有 
W(x,y) = AisinaxsinYy 十 A,sinarcos?y 
十 AcosazxrsinYy 十 Acosarcos7y (6. 8.15) 
这 里 特征 值 a,Y 及 各 积分 常数 由 边界 条 件 决 定 。 将 边界 条 件 
(6.8,7) 中 = 0,a 代 人 上 式 , 有 


Asin7Yy 十 Aicos7y= 0 (6. 8.16) 
4isinaasinyy 十 A,sinaacos7y 一 0 (6. 8. 17) 
将 边界 条 件 (6. 8.8) 中 = 二 0, 分 别 代 和 人 式 (6.8.15) 中 ,有 
4;sinaz 十 Acosar 二 0 (6. 8. 18) 
Asinaxsin76 十 4;cosaxzsInyo = 0 (6. 8.19) 
为 寻求 方程 组 (6. 8.16) ~ (6. 8.19) 中 A;(i = 二 1,2,3,4) 的 非 零 
解 , 应 有 
sinaa 一 0 (6. 8. 20) 
sin76 = 0 (6. 8. 21) 


同时 ,要 使 方程 组 (6.8. 16) ~ (6. 8. 19) 在 整个 边界 上 成 立 , 还 应 
有 4, = 二 A, 二 A, 二 0, 方程 (6. 8. 20) 和 (86. 8.21) 称 做 特征 方程 ,由 
此 可 以 求 出 


a = m 二 ] ,2 (6. 8, 22) 
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轧 一 三 ， n= 1 ,2 (6. 8. 23) 


因此 ,系统 具有 双 无 穷 个 特征 值 , 它 们 是 


PB 一 Va TY =x (+ (7 PN | 


(6. 8. 24) 
利用 p* 二 PT/P, 可 得 系统 的 固有 频率 为 
0 
pm = RA (+ | mn = 1,2,: 
(6. 8. 25) 
相应 的 振 型 函数 为 
W(x yy) 一 4 sin sin >， mn = ,9,0 
(6. 8. 26) 


前 4 阶 振 型 函数 见 图 6.8.3。 由 图 可 见 , 节 线 (在 振动 中 , 乒 度 为 零 
的 各 点 连 成 的 曲线 ) 是 直线 ,并 且 乎 行 于 工 轴 的 节 线 数目 是 2 一 1， 
平行 于 y 轴 的 节 线 数 是 轨 一 1 

当 比值 尺 = 为 有 理 数 时 ,可 能 存在 固有 频率 的 重 根 ,pw 一 
pio 出 现 重 固有 频率 的 条 件 是 

mn 人 Rr 二 sR (6. 8. 27) 

在 这 种 情况 下 ,两 个 不 同 的 振 型 函数 W(x,y) 和 W(X,y) 对 应 
于 同一 个 固有 频率 .因此 ,W, 和 W, 的 任意 线性 组 合 也 是 对 应 此 
国有 频率 的 振 型 函数 .这 种 情况 称 为 退化 。 在 退化 的 情形 下 ,区 线 
未 必 是 直线 ,将 会 是 多 种 节 线 形式 ,例如 ;对 于 方腊 ,R = a/b 三 1， 
pu 和 pz 是 一 对 重 根 ,并 有 


- 开 \/ 开 
和 一 


但 相应 的 振 型 澳 数 则 不 同 : 
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与 piz 对 应 的 振 型 陋 数 为 


. TX 2 
W(xT,y) = Ai,sin 一 sin > 


与 pz 对 应 的 振 型 陋 数 为 


> 


W,(zx,y) = A,sin 2sin -> 


图 6.8.3 振 型 函数 


图 6. 8.4(a) 及 图 6. 8.4(65) 分 别 示 出 了 两 个 振 型 的 节 线 位 置 。 作 
Ws 与 Wy 的 线性 组 合 ， 
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TX 
Wi(r,y) = 47Sln Sn 2 


.2T . XA 
十 A,isin sin 4 


它 也 是 对 应 pis 二 pzi 的 振 型 孙 数 ,现在 来 观察 四 种 特殊 情况 : 
(1) 4., = 二 0, 即 W = 二 Wi( 呢 图 6. 8.4(25))。 

(2) 4 = 二 0,; 即 W = 二 Wi,( 见 图 6. 8.4(a))。 

(3) 4, = 二 4, ,此 时 


W(xz,y) = 24 sin = 一 一 sin (cos 一 > 十 cos 一 ) 


(a) 


图 6.8.4 方 膜 节 线 (一) 


W(xzx,y) 在 下 列 三 种 情况 下 为 等 , 即 
sin 一 一 0 或 sin 了 Y 二 0 或 cos 本 十 cas 一 -之 一 0 


前 面 两 个 条 件 表示 边界 上 W(xz,y) 一 0。 我 们 关心 的 是 第 三 个 条 件 


cos 并 Tcos 了 一 0 
a a 
由 此 可 解 出 
T_T 和 
a a 


即 节 线 方 程 为 
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XTX 十 yy 二 a 
见 图 6. 8. 5(a)。 
(4) Al; 三 一 Azi ,类似 地 可 得 到 节 线 方程 为 和 一 y, 见 图 6, 8. 
5(6), 


(a) Al: = Ay (6) A, =— Az 


图 6.8.5 方 膜 节 线 (二 ) 


以 上 我 们 只 就 一 种 特殊 情形 进行 了 讨论 ,有 关 二 维 弹性 体 的 
振动 ,读者 可 参阅 结构 动力 学 的 有 关 专 著 "2 


6.9 杂交 系统 的 振动 


杂交 系统 是 由 连续 子 结构 (如 梁 , 轴 、 薄 板 或 薄 充 等 ) 与 多 个 
离散 的 线性 振子 连接 而 成 的 系统 .例如 ,在 考察 大 型 火箭 的 纵 回 振 
动 时 就 可 以 把 它 抽 象 为 一 个 杂交 系统 ,火箭 壳 体 可 看 做 一 连 绥 架 ， 
而 安装 在 火箭 内 的 发 动机 、 燃 料 箱 、 氧 化 剂 箱 、 弹 头等 可 看 做 离散 
的 线性 振子 。 

杂交 系统 的 振动 问题 涉及 混合 型 ( 偏 微 加 常 微 ) 微分 方程 的 
边 值 问题 ,采用 分 离 变 量 法 ,同样 也 可 以 将 此 问题 化 为 党 微分 方程 


OO 


Meirowiteh L. Analvtical Method im Vibration. Macmillan, 1967 
Soedel W, Vibrations of Shells and Plates. Marcel Dekker ，1981 
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的 边 值 问题 ,我们 用 欧 拉 梁 与 线性 振子 构成 的 杂交 系统 作为 例子 
来 说 明 这 一 类 振动 问题 的 分 析 方 法 。 


图 6.9.1 杂交 系统 模型 


考察 一 根 长 ! 抗 弯 刚 度 为 £1 的 均 习 菜 ,在 工 二 万 红 二 1， 

n 外 与 有 2 个 线性 谐振 子 相 连 而 组 成 的 杂交 系统 ,如 图 6. 9.1 所 示 。 
这 时 ,系统 的 运动 微分 方程 可 表示 为 
Ely'’ (zx,t) + py(x,t) 


= > P(r — x) + plr,t) (6. 9. 1) 
;一 1 
miy; (1) + kiy,(t) 一 kylr, ,it) 
一 三 (人 ) ， 717= lyn (6. 9. 2 ) 
且 有 
P(t) = ky,(t) — ky(lx,,t) 
=— my(t) + ft), 7 一 1 22 (6.9.3) 
上 列 方程 中 ,有 


yz ti 一 一 染 的 横 回 位 移 ; 
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yi(t) 一 一 第 i 个 振子 的 位 移 ，; 
misk; 一 一 分 别 是 第 i 个 振子 的 质量 与 刚度 ;; 
P(r,t) 一 一 作用 在 梁 上 的 分 布 力 ; 

fi(t) 一 一 第 i 个 振子 的 激励 。 

而 6(x 一 Zz) 是 Dirac6 函数 , 它 的 量 纲 是 L .这 里 ,( ) 表示 
关于 坐标 求 偏 导 ,(') 表示 关于 时 间 求 偏 导 。 

在 考察 系统 的 自由 振动 时 ,可 令 所 有 激励 p(z,2) 与 f(t) 都 
等 于 等 , 骨 记 所 三 /mi, 有 


Ely"" (x,t) + py(z,t) 一 一 D> miyi tz 一 Zi) (6. 9. 4) 
yi(t) 十 Bly(t) = Pry(x;,t) (6. 9.5) 
利用 分 离 变 量 法 求解 ,可 假设 


y(X,t) = Y(x)sin(a’zt) 
y(t) = BY (xz)sin a?) 
其 中 Y(x) 是 待定 的 固有 振 型 铺 数 ,a: 是 待定 的 固有 频率 , 且 由 式 
(6. 9, 5) ,有 
B; = Pp!/(P! — at) 
于 是 ,方程 (6. 9. 4) 可 表示 为 
EIY™ (x) — pa'Y(x) = > mBia'Y (zr)O(r — Ti) 


或 写成 
Yw(z) 一 MY(Cz) = > mB XY (zr)O(r — zi) 


(6. 9. 6) 
其 中 
AA=atp/El, m= m:/p 
B(4) = PB/(B! — VEIT/D) 
式 (6. 9. 6) 为 关于 待定 辐 有 振 型 晴 数 的 常 微分 方程 . 它 可 以 看 做 
“分 布 斥 力 场 中 的 欧 拉 染 ” 在 多 个 集中 载荷 作用 下 的 静 力 弯曲 问 
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题 . 它 的 解 可 以 用 梁 的 格林 (Green) 函数 来 表示 ,该 格林 函数 
G(X;Ti,4) 应 满 话 下 述 方程 
G% — MG = (rx — Zz;) (6. 9.7) 
并 满足 指定 的 边界 条 件 , 这 时 ,确定 各 个 未 知 变量 Y(x),i 二 1， 
… ,7 的 代数 方程 可 表示 为 
D6 — mB OMGzjyTi, MWYY (zi) = 0, 
7 一 11, ,nn (6. 9. 8) 
注意 ,格林 函数 物理 上 可 解释 为 上 述 梁 在 zz = xz; 处 作用 有 单位 集 
中 力 时 ,满足 指定 边界 条 件 下 的 弯曲 啊 应 曲线 .这样 ,由 登 加 原理 ， 
在 方程 (6. 9.6) 右 端 所 示 多 个 集中 力作 用 下 ,上 述 梁 的 弯曲 啊 应 
曲线 就 是 


> mB (A)AY (TO 人 HE ,人 A) 
j=] 


上 式 中 令 工 = 了, 它 理 应 等 于 了 (zi) .这 样 就 得 到 了 式 (6.9. 8)。 
现在 来 看 格林 函数 的 求法 .对 式 (6. 9.7) 进行 拉 普 拉 斯 变换 ， 
可 得 


AC) = 5GC0) 二 sG' (0) + sG"(0) 二 G”(0) 


44 -一 A4 
二 -8 (6. 9, 9) 
| .9.9. 
式 中 G(0) .G' (0)、G”(0)、G”(0)、 为 待定 常数 。 
注意 到 
1 _1 1 _ _ 1 
一 92 一 8$2 十 刀 


再 对 式 (6. 9, 9) 进行 拉 普 拉 斯 逆 变 换 , 经 整理 后 可 得 
Cr 一 dsnhiz 十 BEBcoshzr + CshAaz 十 Dchar 
十 (17/2M)1shACz 一 和 过) 一 SinA(Z 一 站) CT 一 rv;) 
(6. 9. 10) 
式 中 A,B.C.D 为 新 的 待定 常数 ,它们 可 由 梁 的 边界 条 件 确 定 。 
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当 上 述 梁 在 z 王 0 与 六 =/ 处 均 为 鲜 支 时 ,边界 条 件 为 
CG(0) 一 (人 0) = 一 (CO 一 人 (人 一 0 (6. 9.11) 
将 它们 代入 式 (6. 9. 10), 可 得 
B=D=0 
A= (1/2X) {snA(d — Zr;)/sInA) 
C=— (1/2X) (sha — x,) /shA) 
由 此 得 


GX;X,,A) 一 


] W (rx ;Xi,A) ,7 EX 
(6. 9.12) 


2XshMsind W (rsyr,A) ,xX 
其 中 
WCGCziryn) 一 SinnMC — Xx,)sinArsha 
一 ShuACl 一 xi)SshAzsinAL (6.9. 12a ) 
将 这 一 结果 代入 式 (6. 9. 8) ,可 写成 
4 一 1 A “ A,, "(Xx1) 
A, 4 一] … A,, Y (x,) 
A A,: 一 ze 
(6. 9. 8a ) 
其 中 
4 一 MBICADAGCOZT A), 17 一 1 
令 上 述 方程 中 系数 矩阵 的 行列 式 等 于 零 ,可 得 该 未 交 系 统 的 
特征 方程 , 它 一 般 为 超越 方程 .由 此 可 求 出 系统 的 一 系列 特征 值 
入 ,7 二 1,2,"…。 而 对 应 于 每 个 入 ,可 由 方程 (6. 9. 8a) 确定 相应 的 特 
征 和 天 量 
[Y, Cx1) YX2) 了 (Ze rr 一 1 2 
这 时 ,上 述 梁 的 固有 振 型 图 数 可 表示 为 


Y,(x) = > mBAMNGC ,Ti A)Y, (zi) (6.9.13) 
i=] 
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现 考察 上 述 振 型 图 数 的 正 区 关系 .由 式 (6.9. 11), 振 型 兄 数 的 
边界 条 件 为 
Y,(0) = Y(0)=Y,D)=Y (OD)=0, r=1,2,.: 
由 上 式 以 及 分 部 积分 公式 ,不 难 推出 
| (XT)Y ,Xx)dr = | Y, CCX)Y™ (rr)dr 
由 式 (6. 9. 6) 有 
Yr (zx) 一 VY,(r) = XN mB MY, Cn)6(Cz — zi) 
(6. 9.14) 
Wo Cx) — XY, (x) = FmiB (ANY, (zr) — Xi) 
(6. 9. 15) 
对 式 (6. 9. 14) 乘 以 Y.(z), 再 沿 梁 长 进行 积分 ,有 
| Y (zyyw (zydz 一 对 | Y, (rr)Y,(r)dr 
= X| DB AONYEY, (2)0z — x)dz 
= MO mB A), Cx)Y, (zi) 
对 式 (6. 9.15) 乘 以 Y,(x), 再 沿 染 长 进行 积分 ,有 
| Y, TI (TX) dr 一 对 | YG)Y, Cx)dz 
0 0 
i % 
-一 对 | 2 mBiCAIY, Cri) 了 Ci) 
两 式 相 减 ,得 
CA 一 2) | YC2)Y,(r)dx 
十 mY, TOY (rNB (NM) — XB(A)) =0 


上 式 在 括号 内 的 量 可 化 为 
AB, (A,) A B,CA,) -一 《MA oo A') BCA,)}B, (A.) 
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于 是 有 
Ct — A {| YY, C7)dr 


+ miB FIBANY, (rz)Y,(z)} = 0 
当 杂 交 系 统 不 存在 重 特征 值 时 ,及 了 关 4, 当 rr 关 s5。 由 此 可 得 
[YY,C0dr + DmB OB YY (zr) =0, r#s 
上 式 也 可 以 写成 。 
| a 十 DmiBi (NBN Gz — ZY, (TY, x)dr = bo6,. 


735 一 1 2 (6. 9. 16) 
其 中 心 为 规范 化 常数 。 式 (6. 9. 16) 就 是 上 述 杂 交 系 统 振 型 函数 的 
正 交 关系 式 。 
求解 杂交 系统 的 强 连 振动 啊 应 问题 也 可 以 有 效 地 采用 模 态 分 
析 法 ,利用 上 述 振 型 函数 的 正 交 关系 ,可 以 将 杂交 系统 的 强迫 振动 
啊 应 问题 化 为 已 解 看 的 各 个 模 态 响应 问题 。 
这 时 ,可 假设 
y(zx,t) = Yar Y,(x) (6. 9.17) 


yi(t) = Farli) BMY, (x,) (6. 9. 18) 


式 中 ,a,(t) 为 待定 的 模 态 啊 应 ,Y,(x) 为 杂交 系统 的 第 > 阶 振 型 函 
数 , 它们 满足 式 (6.9.6) 以 及 正 交 条 件 式 (6.9.16)。 将 上 述 式 
(6. 9, 17) 与 式 (6. 9.18) 代 人 方程 (6. 9.,1)、(6. 9.2) 与 (6.9. 3) ,并 
利用 式 (6. 9, 6) 与 式 (6. 9. 16) ,经 过 整理 ,最 终 可 得 

ai) 十 ata(t) = gt), r=1,2, (6.9.19) 
式 中 


gqt) = pb) | YR) {pt) + DB — zx) dz 


广 一 1， 2， (6. 9. 20) 
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以 上 仅 就 简 支 粱 情形 进行 了 讨论 .作为 练习 , 谈 者 可 目 行 推导 
基 臂 梁 情 形 的 相应 结果 。 巧 臂 梁 的 格林 图 数 可 求 得 为 


JW (Cziz AD) 委 工 ， 
CCZziZiyA) 一 一 eT > x 
: (6,. 9. 21) 
式 中 
W (XsXi,4) = (pM 一 Ari) (NM) 
— PM — AT) PM) RAT) 
+ {G(X 一 AD)P ON) 
一 多 CU 一 Ar) DAT) (6. 9.22) 
并 有 
P(X) = chz + cosx 
px) = shz + sinr 
(6. 9.23) 


P(r) 一 chz 一 cosz 


p(T) 一 shz 一 Sinz 


例 6.9.1 考察 图 
6. 9.2 所 示 厅 交 系 统 , 它 由 
一 均匀 简 文 梁 在 其 中 点 处 连 
接 一 刚度 为 .质量 为 m 的 
线性 谐振 子 组 成 . 试 求 系统 
的 特征 方程 与 相应 的 固有 振 
型 函数 的 表示 式 。 

解 这 时 , 仅 在 梁 二 二 


1/2 处 连接 一 离散 振子 , 故 可 取 


图 6.9.2 杂交 系统 例 


由 式 (6.9. 10), 梁 的 格林 函数 为 


G(X;X1 ,4) 一 


l 


2AShAsinM 
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{sin (MU/2)shAsinAr — sh(XWM/2)sinNshar}, Zz 所 工 , 


故 有 
1 JsinzCM/2) shz(CM/2) 
CCzit = 3 sh 
=- i {tan CA/2) — th(X/2)) 
由 此 得 
4 = mB (ANMG Cx ;zx AD) 
加 kima’ 加 
= ETN — ma) an CM/2) th /2))} 
其 中 
a 一 MEI/p 
于 是 ,由 式 (6. 9. 8a), 系 统 的 特征 方程 为 
A 一 ] 二 Q 
即 有 


kimAa _ 
To — m ETXS tn CN/2) thCN/2)} = 1 


由 此 可 解 出 系统 的 特征 值 久 ,? 二 1,2,… ,而 对 应 于 以 的 固有 振 型 
函数 ,由 式 (6.9. 13) ,可 得 为 
Y (zy = mB,(AMG(x ;x ,A) 


加 kimA, SinMr shir 
~ ACok, — mEIX) lcos(M/2) ch/2)) 
Tr </2 


且 有 
Y,(x) = YU ox), Zz>U/2 


第 七 章 连续 系统 的 离散 化 与 
近似 解法 


7.1 引 言 


前 面 讨 论 了 理想 弹性 体 振动 的 最 简单 的 几 种 情形 ,并 得 到 了 
各 种 问题 的 精确 解 . 但 对 稍微 复杂 的 系统 ,如 变 截面 直 梁 或 曲 梁 ， 
要 得 到 它们 的 准确 解 就 不 那么 容易 了 ;至 于 复杂 弹性 结构 的 振动 
问题 , 求 精确 解 有 时 其 至 是 不 可 能 的 ,因此 ,在 这 种 情况 下 ,将 连续 
系 统 离散 化 , 即 把 具有 无 限 多 个 自由 度 的 连续 模型 离散 为 只 有 有 
限 个 日 由 度 的 系统 ,并 由 此 求 出 连续 系统 近似 解 的 方法 就 成 为 工 
程 中 的 一 种 切实 可 行 的 重要 途径 ,应 该 指出 ,上 一 草 通过 简单 弹性 
体 反 映 出 的 连续 系统 的 本 质 、 规 律 和 结论 ,对 于 建立 连续 系统 的 离 
向 模 型 ,寻求 其 振动 问题 的 近似 解 ,都 有 着 重要 的 指 寻 意义 。 

最 简单 的 离散 化 方法 有 两 种 , 即 集 中 质量 法 和 假设 模 态 法 .在 
此 基础 上 又 产生 ,发展 了 一 些 更 为 有 效 的 方法 ,如 模 态 综合 法 、 有 
限 元 系 法 ,本章 将 分 别 介绍 这 些 方 法 。 


7.2 集中 质量 法 


集中 质量 模型 早先 是 从 那些 物理 参数 分 布 很 不 均匀 或 相对 集 
中 的 实际 系统 中 抽象 出 来 的 .人 们 把 那些 惯性 相对 大 而 弹性 极 微 
弱 的 部 件 看 做 集中 质量 ,而 把 那些 惯性 相对 小 而 弹性 极为 显著 的 
部 件 看 做 无 质量 的 弹簧 ,从 而 得 到 集中 质量 模型 ,后 来 这 一 方法 推 
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三 应 用 于 均匀 或 近乎 均匀 的 弹性 体 上 ,这 时 把 结构 划分 为 若干 个 
单元 ,把 每 一 单元 的 分 布 质 量 按 静 力 学 平行 力 分 解 原理 ,将 单元 的 
分 布 奈 量 集中 于 单元 的 两 个 端点 ,这样 , 便 把 一 个 具有 无 限 自由 度 
的 结构 离散 为 一 具有 符 干 个 集中 质量 的 有 限 自 由 度 系 统 , 集 中 质 
量 间 的 连接 刚度 仍 与 原 结 构 的 相应 刚度 相同 ,我 们 用 图 7. 2. 1(a) 
所 示 变 截面 梁 的 离散 化 来 说 明 这 一 方法 。 

首先 将 变 蕉 面 梁 用 乔 干 个 均匀 深 段 所 组 成 的 阶梯 梁 来 代替 图 
7.2.1(5), 然 后 保持 各 梁 段 的 弹性 特征 ,将 它 的 质量 分 别 集中 到 梁 
段 的 两 端 ,得 到 图 7. 2. 1(c) 所 示 的 多 自由 度 系统 模型 。 


v 下 了 


(d ) 


图 7.2.1 集中 质量 离散 化 


对 于 均匀 梁 的 离散 过 程 就 只 是 简单 地 分 段 与 集中 ,至 于 分 段 
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多 少 合宜 ,得 视 具 体 问 题 而 言 ,以 均匀 简 文 梁 为 例 ,图 7. 2.2(c) 将 
其 分 为 两 段 , 得 到 图 7. 2.2(65) 所 示 模 型 ,可 以 相当 准确 地 求 出 一 


阶 固 有 频率 为 
iEl 
pi 一 9. 788a， 0 -一 pol’ 


若 将 此 染 分 成 4 段 ( 见 图 7.2.,2(c)), 又 可 求 得 前 3 阶 固 有 频率 的 
近似 值 为 

P=9.86a, p; = 39.20a4, pp; 二 83.24a 
简 支 梁 前 3 阶 固有 频率 的 准确 值 为 

pi = 9.877a, pp, 一 39.48a， ps = 88. 83a 
可 见 , 对 于 简 支 梁 采 用 集中 质量 模型 ,所 得 结果 是 令 人 满意 的 ,如 
果 要 求 更 高 阶 的 频率 或 提高 计算 精度 ,就 得 划分 更 多 的 梁 段 。 


p, Ei 
(a) 


(6) 


(c) 


图 7.2.2 简 支 菜 离散 化 


再 以 悬臂 梁 为 例 , 图 7.2.3(a) 将 其 分 为 两 段 , 可 求 出 前 2 阶 
固有 频率 的 近似 值 为 
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pi -一 3 1l56a,， pp» = 一 1 6. 7 


而 相应 的 准确 值 为 

p11 = 3.515a,p, = 22. 04a ol, EI 

由 此 可 见 ,对 悬臂 梁 用 集中 二- 一 一 一 一 
质量 模型 所 得 的 结果 就 不 是 (a) 

十 分 理想 , 格 业 德 威 尔 徊 详 


mm, = pl/2 
细 研 究 了 用 集中 质量 法 求解 条 一 一 9 一 一 一 ? 


均匀 深 弯 曲 振 动 何 题 , 他 证 


1/2 1/2 
明了 对 固 文 . 贸 文 .滑动 文 座 
的 和 情形 .用 集中 质量 法 所 得 (6) 


正比 ,而 对 具有 上 自由 端的 梁 ， 
相应 的 误差 则 与 1/N: 成 正比 ,其 中 入 是 分 段 数 。 


7.3 假设 模 态 法 


假设 模 态 法 也 是 一 种 对 连续 系统 进行 离散 化 的 方法 。 与 第 五 

草 介绍 的 里 效法 类 似 , 育 先 对 结构 作出 有 限 个 假设 模 态 8(x), 而 

连续 系统 对 应 于 各 个 假设 模 态 的 运动 可 表示 为 9(x)gi(t), 其 中 

qi(t) 为 待定 的 广义 坐标 。 这 时 ,连续 系统 的 运动 可 表示 为 这 些 假 
设 模 态 运动 的 线性 组 合 。 下 面具 体 说 明 其 做 法 。 
在 染 的 守 曲 振动 问题 中 ,将 梁 的 挠 度 表示 为 

y (X11) = SACIPAGD, (7. 3.1) 


式 中 gq 为 假设 模 态 ,它们 一 般 是 给 定 边 值 问题 的 容许 函数 ( 即 满足 
位 移 边 界 条 件 的 函数 ) 或 比较 函数 ( 即 同 时 满足 位 移 边 界 条 件 和 
力 边 界 条 件 的 函数 ),a: 为 相应 的 广义 坐标 ,下面 用 拉 氏 方程 推导 
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人 


将 式 (7. 3. 1) 改写 为 
y(X,1) =O，D'q (7. 3. 2 ) 
其 中 DX) = [pr) PrZr) 2Cz) | 
q(t) 一 [qq qd 
设 染 上 没有 附加 质量 和 弹性 支 藉 , 则 深 在 弯曲 振动 中 的 动能 .势能 
分 别 为 


| , 
E. = | pz)[ 空 (rz,D]dz 一 >| oz)g OO qdr 
人 0 


2 
1 .1 
jf 9'y 2 ] 人 T T 
E,= | El (r,t) dz 一 二 | Elg (OD’)(D’) gd 
2 0 dr” 2 Jo 
一 加 "Ka (7. 3. 4) 
式 中 
; 
M = | oTXIODD dz = Lm,, | 
(7. 3. 5) 
并 一 ~ | oA (Br") dr 一 [Ri 
0 
其 中 


i 
MD HME) OTIRPAX 
DD 
i 
k;; 一 kj; 一 一 | Eig¢" pdr 
0 


在 杆 的 纵 振 与 扭 振 问 题 中 ,动能 与 势能 的 表示 式 仍 取 式 
(7. 3,3) 和 (7. 3.4) 的 形式 ,只 是 其 中 &;; 分 别 为 


i 
纵 振 ， k= | acow pr dx (7. 3.6) 
| 


i 
扭 振 : Rk, 一 | Gl, Pp; dx (7. 3.7) 
0 


假设 梁 上 作用 的 外 激 扰 有 分 布 力 p(x,t) 和 集中 力 F(t)(r 二 1,2， 
… ,5), 则 激 扰 力 的 分 布 集 度 可 表示 为 
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户 (Zt) 十 AOL 一 x,) 


其 中 ,6(z 一 zx,) 是 6 函数 ,满足 
0(TC— ZX,) = 0) 工 天 


| 8(r — z)dr=1, 0<< <<L 
0 


当 梁 上 有 和 虚 位 移 Sy(7x) 一 之 /9(zZ)89 时 , 激 扰 力 在 系统 虚 位 移 上 
所 做 的 虚 功 为 
3W (0) = | (prst) + DF 一 )jay(z)dz 
一 | (pz,t) 十 OFS 一 Zz,)) R(T)dgdz 
_ > [| zz,pwdz)dz + SF g(r,) og 
按 广义 力 的 定义 有 
SW (1) = DQiGD)89 
所 以 ,对 应 于 9; 的 广义 力 为 


] 
QD = | pr)dr + DF lr) (7.3.8) 
0 


将 式 (7. 3.3).(7.3.4) 和 (7. 3.8) 代入 拉 格 朗 日 方程 
d AT J 


dw 天 2 = Q(t), 1 二 11],2,°"° ,nn 


dt 3 2 
中 得 
Sim) 十 SO — Q(t), i1= 1,2,",n 
写成 矩阵 形式 有 | 
Mg + Kgq = Q(t) (7. 3. 9) 
这 样 就 将 弹性 体 的 振动 转换 成 多 自由 度 系统 的 振动 问题 ,与 式 
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《7. 3. 9) 对 应 的 自由 振动 微分 方程 为 


Mgq+EKg=0 (7. 3. 10) 
设 方程 (7. 3. 10) 的 解 为 
= asin(pt 十 9) (7. 3. 11) 
式 中 a 为 待定 常数 列 阵 ,将 式 (7. 3.11) 代 人 式 (7. 3. 10) 中 ,得 
[K— Mala =0, A=p’ (7. 3. 12) 


由 此 得 到 个 特征 值 丸和 相应 的 待 征 矢量 a,。p; 二 V 和 就 是 原 连 
续 系 统 的 4 个 固有 频率 的 近似 值 。 

因为 

yz = DTg = OTasin(pt + 9) 
帮 相 应 于 第 i 阶 固 有 频率 的 振 型 函数 ri) 为 
Xt) = DT ga, = alD (7. 3.13) 

可 以 证 明 ,这 样 得 到 的 振 型 函数 z(t) 具有 关于 连续 系统 分 布 
质量 和 分 布 刚度 的 正 交 性 .事实 上 ,因为 特征 矢量 a; 具有 关于 呆 、 
K 的 正 交 性 , 即 


0， 1 关 J 
Ma = (1 . . 
:9 一 /7 
0， 1 关 J 
dka = | 
i9 tO 一 J 


再 考虑 到 式 (7. 3. 5), 则 有 
| pon)z, (z)Zi(Czr)dz 一 | pa; DD'adz 
《 0 


i 
一 = | p(XTIDOD dza， 
0 
0， TI 天) 
Pi, | 


可 以 类 似 地 证 明 xi(t) 关于 分 布 刚 度 的 正 交 性 。 
顺便 指出 ,车 梁 上 有 附加 质量 或 有 弹性 支承 , 则 只 要 在 计算 梁 
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的 劲 能 和 势能 时 计 人 附加 质量 的 动能 和 弹性 支承 的 势能 , 依 此 写 


出 系统 相应 的 矩阵 MM、K 即 可 。 
例 7.3.1 图 示 一 悬臂 梁 ,长 


为 4 质量 和 刚度 的 分 布 规律 可 表示 
为 


2o(X) 一 AoL(l 十 7)， 


LT) = El(l 十 也 7) 
试 求 : (1) 系统 的 前 2 阶 频率 和 振 图 7.3.1 


横 形 浴 


型 陆 数 。 

(2) 若 在 座 的 自由 端 作用 有 集中 为 Posinwt, 求 梁 的 横向 稳 态 
振动 。 
解 (1) 选取 系统 的 假设 模 态 为 

gz) = Qo, = 1 
不 难 验 证 ,它们 既 满 足 位 移 边 界 条 件 , 也 满足 力 边 界 条 件 , 故 它们 
在 本 问题 中 是 比较 函数 ,如 果 对 前 2 阶 频率 和 振 型 的 计算 精度 要 


求 不 高 ,可 以 取 n = 二 2, 这 时 
/1 ,2 
4 (并 ,) 


四 
网 一 (一 7 了) 7 P= 


代入 式 67.3.5), 算 出 
30 70 " 
M = pA 4 = " 
3 1 | 3 ， 
70 840 5 
由 特征 值 问 题 
(a) 


IK— Mp*la=0 


可 求 得 
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» 7.692 [ED 。 -| | 
”ANVo4 Lo.381 


43.211 /EL, 


1 ] 
PT Ned © 5. 257- 
将 所 得 结果 代入 式 (7. 3. 13) ,得 相应 的 近似 振 型 函数 
Xi(7) 一 pi 一 0.3810， 
和 (rr) 一 9 一 5.2D09， 
(2) 将 梁 的 稳 态 振动 表示 为 
Yy(X,L) = fq pq 
作用 在 过 = 0 的 外 激 扰 力 可 表示 为 
pxX,t) = PosiNnwto (zr) 
由 式 (7. 3.8) 又 得 对 应 广义 坐标 gq, 和 9; 的 广义 力 为 
QQ, = Psinwig (0) = P,sinet 
Q, = Psinwtp (0) = 0 


于 是 有 
. 1 
Ma Ka = Posine 


前 面 已 求 出 特征 值 和 矩阵 和 特征 向 量 抢 阵 分 别 为 


El, | 
DLL 43. 2113 
1 ] 
A= [a a,|= | | 
a 0 0.3]18 — 5.257 


对 方程 Cd) 作 主 坐标 变换 


可 得 


PT3.818 
pAot LG.914 


[sin 


2 


(6 ) 


(c) 


(d) 


(e ) 


(7) 
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式 中 
加 0. 261 9 0 
开 = A™HA = pAd| | 
0 0.144 6 


由 式 (7) 求 出 之 ] 、 之 2 为 


之 | 二 po sinwt 
pA (p!l — w’) 
zs, 一 0 914po sinwt 


pAowl(p? 一 vw,) 
代 回 式 (e) 得 到 gq;、q;, 然 后 代入 式 (c) 求 出 y(zyt)。 
例 7.3.2 图 示 简 文 梁 中 点 处 有 一 集中 质量 m 一 204/ 试 求 梁 
的 前 3 阶 频率 和 振 型 。 
解 。” 均匀 简 支 梁 无 集中 质 y 
量 时 的 振 型 函数 是 


， . 
Zi(Z) 一 Sin 一 ，7 一]1,2,… 


l 
在 这 里 ,我 们 取 前 n 项 为 假设 模 
态 , 可 以 验证 它们 满足 全 部 边界 
条 件 , 故 为 比较 函数 .在 计算 精度 。 图 7. 3.2 芝 集 中 质量 的 简 支 可 
要 求 不 高 时 ,可 取 n 二 3, 即 


. n . 2X .3 
PSIN = rT, b= SN-r, t= Sn (a) 
/ l l 
仿照 前 边 的 推导 , 知 


i 
k, = | Elg”"¢g"dzx 
0 


Mm;; 一 | PAPdx 十 pAlg(S) gS) (6) 
将 式 (a) 代入 式 (5) 知 
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, ] 3 0 一 “| 

xEI pAt | 

Kk 一 7 16 ， M= 本 0 1 0 
81 


一 2 0 3 
由 [IK— Mp:ja=d0 
; 0.574 167 
_ [Et /2 
得 户 一 5682543MV AF’ m=NaA| 0.0 
一 0.004 758 


| 


0 
_ [El /2 
p; = 39. 478 4 0A4L4 dU; 一 高 | 
0 


(0.5199 
— 68.994 4 ET ms = A/ -0.0 
Ps do. A AL? 3 NpAl| 
0.774 6 


NX 


因此 XX,(x) 三 VC 574 2sin 0. 004 758s1in 个 了) 


_ /2 vi 红 
A (ZX) 一 DAL Sin Tx) 


_ /2 in i 3 
X(X) = DA10. 319 9sin 7 十 0. 774 58sin 7 ) 


7.4 模 态 综合 法 


原则 上 ,假设 模 态 法 也 适用 于 复 洒 结构 的 振动 分 析 ,. 但 实际 
上 ,难于 找到 整体 结构 的 假设 模 态 ,为 了 元 服 这 一 困难 ,人 们 设法 
把 一 个 复 条 络 构 分 解 为 和 若 于 个 较 简 单 的 子 结构。 对 于 这 些 子 络 构 ， 
较 易 找 到 它们 的 真实 模 态 或 假设 模 态 。 然 后 根据 在 对 接 面 上 你 持 
位 移 协 调 ( 或 再 加 上 内 力 协 调 ) 的 条 件 ,把 这 些 子 结构 装配 成 总 体 
结构 。 这 样 , 就 可 以 用 各 个 子 结构 的 真实 或 假设 模 态 来 综合 总 体 结 
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err 


构 的 近似 振动 模 态 . 模 态 综合 法 的 名 称 也 就 是 这 梓 得 来 的 。 

可 以 用 均匀 直角 梁 在 它 本 身 平面 内 的 弯曲 振动 问题 为 例 来 说 
明 这 一 方法 的 基本 思想 。 设 有 两 根 完全 相间 的 均匀 细 下 架 , 长 为 4， 
截面 刚度 为 7, 单位 长 度 的 质量 为 ,由 它们 构成 一 直角 菜 ,其 一 
端 固 支 , 男 一 端 自 由 ,如 图 7.4.1(4) 所 示 。 现 考察 它 的 平面 弯曲 振 
动 的 前 2 阶 固有 频率 与 振 型 。 


人 
2 
| > 
| l M XI Y2 
| ; 
[ I N “ 
fl Pp Pp 
(2) 


图 7.4.1 直角 梁 


将 这 一 直角 竣 分 成 两 段 均 匀 的 直 梁 1 与 2, 分 别 取 坐标 系 
X101Y1 与 Zz0zyz， 如 图 7.4.1(O) 所 示 。, 各 染 的 振动 位 移 用 i (Xi ,1)、 
yiCzit) xz(zot) 与 y;(X2st) 表示 ,它们 分 别 近 似 地 假设 为 

ui(Xit) = 0 
Y1 (X12) = PX + p(T),(t) 
u(x,t) = PAX) Z(t) 
yt = HT)Zt) dt HT) zs (t) 
其 中 各 个 假设 模 态 g(x) 可 取 为 
p(T1) 一 (ZL 


(7. 4.1) 
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Gs (TT! ) -一 (TAO 
F(X,) = 


| 


Pixs) = Xll 

GT2) 一 6 一 4 + (rf!) 
可 以 看 到 :0 ) 与 Wi) 是 野 辟 轨 弯 曲 振动 的 容许 角 数 ;p(x,) 
是 目 由 桨 的 维 癌 刚体 运动 模 态 :中 (rs) 是 自由 梁 的 刚体 转动 模 态 ; 
而 外 (zz) 是 用 辟 梁 弯曲 振动 的 比较 了 消 数 ,这 一 比较 区 数 可 得 出 如 
下 ; 先 假设 


| 


PT2) = TD) + eK/l) + (ref) 
其 中 cl.c* 是 待定 常数 ,然后 使 它 满足 梁 自 由 端的 力 边界 条 件 
OD." (1 ) -一 IJ (1 ) -一 - 0 


由 此 得 
Cc 二 6， ¢; 二 一 4 
在 振动 中 , 梁 段 的 动能 为 
k= 2 Em 
其 中 


Mi;; 二 Mj; 二 | pa Cn)p de 
将 各 个 假设 的 8 代入 上 式 ; 对 于 涤 段 ] ,可 得 
pt! 一 0.200 00 
ji 一 1 一 0.166 80 
m2 一 0. 142 8CL 
对 于 梁 段 2, 可 得 


ma3 = 1. 000 O00 
ji 531 一 Ms = Has 二 Pisy 一 


= 7 一 0.866 60 


S 
| 
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mss 一 2.311 10/ 
其 中 ,因为 梁 的 纵向 位 移 z 与 横向 位 移 % 不 发 生 耦 合 , 故 有 ms = 


1743 一 71135 一 71153 = 0) 


东 段 的 努 能 表示 式 为 
3 


其 中 A 的 表示 式 为 


k= | E1g"CzprCz)dz ( 弯 振 ) 
局 
或 
k= | EAG' (x)¢! (x)dr ( 纵 振 ; 
总 
将 和 名 个 假设 的 8 对 工 求 玫 数 ,得 
47 (XI) 一 2 /7 
p(X1) = 6x1/7° 
roy (Xs) 一 0 
JP (Xs)} = 0 


PIT) = 12(0/E — 27 + rx/ ) 
将 它们 代入 &;; 的 相应 表示 式 , 可 得 
Ri = 4EI/E 
k,, = hk, = 6E1/7 
ks, = 12E1/ 
kss = 28. 8E1/F 
而 其 余 的 名; 均 为 零 。 记 
Zz 二 [之 ， so zi， | 


系统 的 动能 可 写成 矩阵 形式 
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其 中 
M = [m,,|, 19] 二 1] ,2,*"*,D 
系统 的 势能 亦 可 写成 矩阵 形式 
上 
FE, = 22 Kz 
其 中 


K = ikj, 1,j = 1,2,,5 
但 是 ,以 上 所 得 系统 的 动能 与 势能 的 表示 式 中 的 各 个 变量 z; 不 完 
全 是 独立 的 ,所 以 ,还 必须 用 对 接 条 件 消 去 这 种 不 独立 性 。 
由 位 移 协 调 条 件 , 有 
Y(t) = ul0,) 


1 _ 
ar 一 到 .077) 


由 此 得 
z, 十 >z， 一 zx ， 22) 十 3z, = 之 , (7. 4. 2) 
天 由 灾 矩 协调 条 件 , 有 
EI (1 ,1) = EI (0 
由 此 得 
zj 十 3z; 一 bz; (7. 4. 3) 


这 样 ,我 们 得 到 了 含有 5 个 变量 的 3 个 独立 的 线性 代数 方程 
(7. 4.2) 与 (7.4.3)。 因 此 ,可 以 任 选 其 中 两 个 变量 作为 独立 变量 。 
例如 , 取 zi 与 zs 作为 独立 变量 , 令 


| 之 | 
r= | 
gd2 之 2 
由 方程 (7. 4. 2),(7. 4.3) 可 得 


z 一 Ba 
其 中 
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0 ] 2 | 
0 1 1 3 1/2 
将 它 代 入 系统 动能 与 努 能 的 表示 式 中 ,可 得 


. .| 

E, = 3 TBTMBO 
> (7. 4. 4) 

EL. —— 79B KBa | 


这 时 ,系统 的 动能 与 势能 都 已 由 独立 变量 来 表示 ,将 式 (7.4.4) 中 
的 EE 与 上 ,代入 拉 格 朗 日 方程 ,得 
B'MBqg + B'KBg=0 (7. 4. 5) 
且 有 
3.175 4.659 
BMB = ol | 
4.659 7.321 


4.8 8,.4 
pp = Blt 8 
8.4 19.2 


将 系统 (7. 4.5) 的 主 振动 表示 为 
0 = qosinpi 
容易 解 得 系统 (7.4.5) 的 固有 频率 为 


记 = 1.172 \ 
p, = 3. 179 i 
与 之 相应 的 特征 天 量 为 
dg 一 [1 — 0.219] 
dg 一 [1 一 0.705】 
返回 到 变量 z, 主 振动 可 表示 为 
Z = Zsinpt 


由 此 得 
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1. 0001 1. 000 

国 0.219 — 0. 705 

Zol 一 0. 781 | ， Zo 一 0. 295 

1.343 — 0.115 

0.057 | — 0. 186 
上 面 得 到 的 pi 与 ps 束 
是 均 习 直角 琛 平面 弯曲 


振动 的 前 2 阶 近似 固有 
频率 ,至 于 与 z 相应 的 
直角 梁 近 似 振 型 项 数 ， 
则 可 由 zo 与 zo02 代替 z， 
分 别 代 和 人 式 (7.4.1) 求 
得 .所 得 近似 振 型 曲线 
如 图 7. 4.2 所 示 。 

已 知 上 述 直 角 梁 的 前 2 阶 固 有 频率 的 准确 解 为 


| 下; El 
p= 1.162 oe p: = 3.168 of 


可 见 用 模 态 综合 法 所 得 近似 值 仅 较 准 确 值 高 了 1% 左右 。 

以 上 通过 实例 前 明了 替 第 (W,C. Hurty) 最 先 提 出 来 的 经 典 
模 态 综合 法 的 要 点 。 在 经 典 模 态 综合 法 的 基础 上 ,结合 计算 技术 的 
发 展 ,后 人 又 作 了 许多 改进 .这 些 改进 基本 上 是 围 经 以 下 两 个 方面 
进行 的 :一 是 力图 使 分 析 的 程式 规格 化 ,以 便 在 计算 机 上 编程 求 
解 ; 二 是 尽 可 能 提高 模 态 综合 效率 ,也 就 是 以 最 小 的 综合 自由 度数 
来 获得 所 需 高 精度 的 整体 动态 特性 。 

下 面 介绍 一 些 典 型 的 子 结 构 模 态 ,根据 具体 情况 合理 地 选用 
其 中 一 些 子 模 态 , 可 有 效 地 提高 模 态 综合 的 精度 与 效率 ， 

1. 无 刚体 运动 的 子 结构 

(1) 振动 主 模 态 


7.4.2 前 2 阶 振 型 哆 数 
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设 子 结构 的 特征 值 问 题 可 提出 为 
[kK—Amla;=0 
其 中 
k 一 一 子 结构 刚度 矩阵 ,n Xn 阶 ; 
于 一 一 了 于 结构 质量 矩阵 ,rn Xn 阶 ; 
a; 一 一 子 结 构 第 1 阶 特征 矢量 ; 
2; 一 一 子 结构 第 7 阶 特征 值 。 
这 时 , 子 结构 的 模 态 和 斥 隆 可 表示 为 
A, = ia, '… a, | 
且 可 归 一 化 为 
414 一 7 (J 为 n Xn 阶 单位 阵 ) 
A.kA, = diag| 人 人 人] 王 4 
(2) (固定 界面 ) 约束 模 态 
约束 模 态 是 指 子 结构 固定 界面 的 节点 坐标 集 c 中 任 一 坐标 发 
生 单 位 位 移 , 而 其 余 坐 标 位 移 都 为 零 时 ,该 子 结构 发 生 的 静 变 形 模 
态 .不 失 一 般 性 ,可 将 约束 模 态 矩阵 表示 为 


B,. 
及 .一 | 其 中 一， 一 C 


其 中 
0.. 一 一 v Xc 阶 零 矩阵 ; 
R.. 一 一 坐标 集 c 上 产生 的 反 力 矩阵 。 
由 于 
KB, + kd = 0. 
得 
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因而 有 


更 确切 地 说 ,约束 模 态 实 际 上 是 约束 释放 模 态 ,是 在 固定 人 务 面 
约束 坐标 集 c 中 ,逐一 地 释放 每 个 坐标 约束 时 得 到 的 相应 可 能 天 
变形 模 态 ,因此 ,约束 模 态 集 与 固定 界面 条 件 下 的 振动 主 模 态 集 是 
相互 独立 的 。 

(3) (自由 界面 ) 附着 模 态 

附着 模 访 是 指 子 结构 自由 界面 的 节点 坐标 集 a 上 党 者 任 一 华 
标 方 向 作用 着 单位 力 , 而 在 其 余 坐 标 方向 上 作用 力 都 为 零 时 ， 该 子 


Bb,, 
8 一 | |， 其 中 二 nn 一 a 


B,, 

这 时 ,有 

的 二 | 

Kk kB Li, 
令 子 结构 的 柔 度 矩阵 为 

0 -| 8 

Raw Baa 

于 是 有 


可 见 , 附 着 模 态 是 自由 界面 子 结构 的 静 柔 度 模 态 ,由 于 它 和 目 由 筑 
面 子 结构 的 振动 主 模 态 具有 相同 的 几何 边界 条 件 , 所 以 两 者 是 线 
(4) (自由 界面 ) 剩余 附着 模 态 
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一 


将 子 结构 的 主 模 态 矩阵 4, 按 选 用 模 态 子 集 4 与 剩余 模 态 子 

集 4v 分 块 ,写成 
4 一 [4，4]， 其 中 十 d= 
注意 , 子 结构 的 柔 度 矩阵 G 为 
G=k !—= A,A Al 
= AAa Ai 十 A Az 
现 定义 子 结构 的 剩余 柔 度 和 矩 阵 为 
Gs = A hi = GG — AAa'At 

只 要 知道 子 结构 的 柔 度 矩 阵 G 与 选用 主 模 态 集 4 及 其 相应 的 特 
征 值 子 阵 Ai、 那 未 Gz 也 就 完全 确定 了 。 

定义 由 剩余 季度 矩阵 确定 的 剩余 附着 模 态 集 Bs 为 

B, = 6 | 一 AD | A 4 
一 AuAz Mi 

可 见 ,剩余 附着 模 态 集 Bs 可 以 由 剩余 主 模 态 集 hs 线性 地 表示 ,由 
于 4 与 选用 主 模 态 集 4; 正 交 , 因 而 剩余 附着 模 态 集 B, 与 选用 主 
模 态 集 4 线性 独立 ,对 于 模 态 综合 精度 的 提高 来 说 ,B, 是 Ai 的 合 
理 补 充 。 

2. 带 刚体 运动 的 子 结构 

(1) 刚体 模 态 

设 子 结构 有 7 个 刚体 运动 自由 度 , 相 应 的 刚体 模 态 集 表示 为 
B,, 且 可 归 一 化 为 

BimB,=1., 
B,kB, = 0,, 

(2) 振动 主 模 态 

这 里 ,振动 主 模 态 是 指 弹性 振 文 主 模 态 ,对 应 于 非 零 的 固有 频 
率 。 弹 性 主 模 态 的 确定 可 参照 5.9 节 所 述 方法 。 

(3) 惯性 释放 附着 模 态 
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由 于 峙 着 模 态 与 子 结构 的 柔 度 和 矩阵 有 密切 联系 ,而 带 刚体 运 

动 的 子 结构 的 刚度 矩阵 是 奇异 的 ,这 就 给 如 和 何 理解 这 一 情形 下 的 

附着 模 态 带 来 困难 .本 书 5. 9 节 的 结果 可 能 有 助 于 理解 这 一 问题 。 

首先 对 子 结构 进行 缩聚 变换 PC 参见 5.9 节 ) ,使 变换 后 的 缩 

聚 系统 的 刚度 矩阵 PkP 是 正定 的 ,而 与 之 对 应 的 柔 度 矩阵 可 得 为 
CC 一 | 天 P- Ga 一 rr)XC 一 六 ) 阶 

这 时 ,假设 在 子 结构 自由 界面 节点 坐标 集 a 上 作用 有 单位 力 系 下 。， 


其 为 
0.. 
“一 ii 
这 相当 于 在 缩聚 系统 上 作用 有 广义 力 
0.., 
F= PIF, = a | 
I 


现 定义 缩聚 系统 的 附着 模 态 8。 为 
B.' 一 CF 
返回 到 子 结构 ,相应 的 附着 模 态 B, 为 
B, = PB, = PGF 

不 难看 到 ,这 样 定义 的 B, 就 是 现 有 模 态 综合 文献 上 常 提 到 的 惯性 
释放 附着 模 态 .由 于 它 与 振动 主 模 态 集 具 有 相同 的 边界 条 件 ,所 以 
两 者 是 线性 相关 的 。 

(4) 剩余 惯性 释放 附着 模 态 

上 面 由 缩聚 正定 系统 的 内 着 模 态 导出 了 子 结构 惯性 释放 附着 
模 态 , 此 办 法 不 难 推广 到 由 缩聚 系统 的 剩余 附 者 模 态 来 导出 子 结 
构 的 剩余 惯性 释放 附着 模 态 。 

设 缩聚 系统 的 振动 主 模 态 抵 阵 可 按 选 用 的 与 剩余 的 主 模 态 集 
分 块 为 . 
4 一 |4， Asj, 其 中 & 十 @& 一刀 一 > 
于 是 ,缩聚 系统 的 麻 度 矩阵 可 表示 为 
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G = AAMlA' = AAa'Ai + A As 
定义 缩聚 系统 的 剩余 柔 度 矩 阵 为 
Gi = A di =G— AAMm A 
再 定义 缩聚 系统 的 剩余 附着 模 态 为 
B, = GF = A AsF) 
可 见 , 有 ”可 由 hi 线性 地 表示 ， 
返回 到 子 结 构 , 有 
B, = PB, = PG,F 
不 难看 到 ,Bs 就 是 现 有 模 态 综合 文献 中 提 到 的 剩余 惯性 释放 附着 
模 态 .由 于 它 与 子 结构 选用 的 主 模 态 集 hi 线性 无 关 , 所 以 它 是 A 
的 合理 补充 。 
综 上 所 述 ,选取 子 结 构 模 态 的 一 般 原 则 为 : 
对 于 约束 子 结构 , 既 可 取 固 定 界面 主 模 态 补充 以 约束 模 态 ,也 
可 取 自 由 界面 主 模 态 补充 以 剩余 附着 模 态 。 
对 于 自由 子 结构 ,可 取 自 由 界面 主 模 态 (包括 刚体 运动 模 态 ) 
补充 以 刹 余 局 性 释放 附着 模 态 。 


7.5 有 限 元 法 


有 限 元 法 也 是 一 种 将 连续 系统 离散 化 的 方法 ,这 种 方法 先 把 
复 杂 结 构 分 割 成 若干 个 彼此 之 间 只 在 结 点 处 相互 连接 的 单元 ,每 
个 单元 都 是 一 个 弹性 体 , 单 元 位 移 用 结 点 位 移 插 值 消 数 来 表示 ,这 
一 过 程 与 集中 质量 法 相似 ,但 并 不 是 把 每 个 单元 的 质量 简单 地 四 
结 点 处 集中 ,而 是 对 每 个 单元 ,由 位 移 插值 隆 数 和 动力 学 基本 原理 
决定 质量 矩阵 及 其 它 特征 矩阵。 另外 ,插值 函数 实际 就 是 一 种 假设 
模 态 , 它 和 前 述 的 假设 模 态 法 不 同 之 处 在 于 : 

(1) 这 里 不 是 对 整个 结构 ,也 不 是 对 各 子 结构 ,而 是 对 每 个 单 
元 取 假 设 模 态 。 由 于 单元 数目 通常 比较 多 ( 即 单 元 尺寸 相对 地 小 )， 
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所 以 它们 的 假设 模 态 可 以 取得 非常 简单 。 

(2) 它 是 以 结 点 位 移 作 为 系统 的 广义 坐标 ,所 以 常常 可 以 降 
低 系统 微分 方程 的 耦合 程度 ,给 用 计算 机 求解 带 来 方便 。 

当今 ,有 限 元 法 已 成 为 分 析 复 杂 结 构 的 有 效 方法 和 手段 , 随 痢 
计算 机 的 普遍 使 用 和 高 速 发 展 , 它 的 应 用 也 愈 来 人 钝 深入 和 广泛 , 当 
今 有 限 元 方法 的 理论 和 应 用 已 成 为 一 门 专 门 的 学 科 。 限 于 本 书 的 
篇 幅 和 任务 ,这 里 只 以 梁 的 弯曲 振动 为 例 , 介 绍 有 限 元 法 的 基本 思 
想 和 分 析 步 又 ,为 进一步 学习 打下 基础 。 

1]. 结构 的 离散 化 

先 把 梁 分 成 :个 单元 ， 
再 分 别 对 单元 和 结 点 进行 编 


] 2 3 5 5 十 1 
号 ( 见 图 7.5.1). 深 在 结 点 


处 的 位 移 可 用 结 点 所 在 截面 图 7. 5.1 粱 的 有 限 元 模型 

的 找 度 和 转角 来 表达 ,并 被 

取 作 结 点 广义 坐标 , 若 不 受 约束 的 话 , 每 个 结 点 有 两 个 自由 度 ,n 

个 结 点 有 2n 个 自由 度 , 显 然 结 构 划 分 得 越 细 , 则 自由 度数 就 越 大 ， 

计算 精度 也 越 高 ,但 计算 工作 量 和 要 用 的 机 时 也 越 大 , 故 要 根据 实 

际 情况 和 要 求 , 综 合 考虑 精度 要 求 和 计算 量 两 方面 的 因素 ,对 结构 

进行 适当 、 合 理 的 分 割 。 
2. 单元 特性 分 析 
在 梁 上 任 取 一 单 

元 ,如 图 7. 5.2 所 示 。 图 

中 坐标 原点 取 在 单元 左 

端 ,z 轴 沿 单元 轴线 .这 

种 与 单元 相 联 系 的 坐标 

系 也 称 为 局 部 坐标 系 。 图 7.5.2” 染 单 元 

设 单元 长 度 为 / 抗 弯 刚 

度 为 EIT(x), 单 位 长 度 的 质量 为 Pp, 由 于 单元 长 度 一 般 很 小 ,所 以 ， 
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EI1 Pp 均 可 当做 常量 ,对 所 考虑 的 单元 ,假定 左右 端 编 号 分 别 为 7， 
7 ,相应 的 结 扣 位 移 为 y;,0;,yi,0;, 它 们 的 正方 向 如 图 7. 5.2 所 示 。 
为 了 选取 单元 在 夺 曲 振动 中 的 插值 函数 ,我 们 先 来 看 长 度 为 /的 
均匀 梁 段 在 常 值 结 点 力作 用 下 的 静 拨 曲线 。 
染 的 掩 曲 线 微 分 方程 为 
y 一 0 (7. 5.1) 
此 方程 的 解 为 


y(Cz) 一 ci 十 ec， 了 十 cy) 十 ci 了) (7. 5.2) 


式 中 用 子 而 不 是 用 xz, 是 为 了 使 c; 具 有 相同 的 量 纲 ,c(i = 1,2,3， 
4) 取决 于 边界 条 件 , 梁 单 元 两 端 提 供 4 个 边界 条 件 , 即 


0) = vy,,， ' (0)=0. 
y(0) = y;, yy (0) | (7 5 3) 
yO) =Yy, yy ()=0 
将 边界 条 件 代 入 式 (7. 5. 2) 有 
4 Ci 
0. — CC» 
(7. 5.4) 
;二 中 十 C2 十 C3 十 
A ~ CC» 十 2C; 十 3C， 
由 上 式 解 出 
CO YY, 
c, = 70. 
《7.5.5) 


ci 一 一 3 十 3y 一 20 一 /0 
c = 2Yy; 16; — 2y; + 0 
将 式 (7. 5.5) 代入 式 (7. 5.2) 中 ,有 
YXT) = Bz)yi Tt pox) pT) yt poe)0, 
即 梁 的 位 移 y(z,t) 是 4 个 络 点 位 移 的 线性 组 合 , 其 系数 由 下 了 式 
确定 
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PCz) 一 1 一 3(7)? 十 2 ) 


G(X)=I— 2 ) 十 (了 了) 
(7. 5.6) 
过 2 3 
Pp» (7) = 3(T) ~— 2(7) 
pp(z) 一 一 1( 了 了 十 1 


这 些 函 数 如 图 7. 5.3 所 示 , 它们 分 别 表示 在 对 应 的 广义 坐标 方 癌 
上 产生 单位 位 移 时 梁 段 的 静 找 曲线 ,也 称 做 插值 函数 或 形 函 数 。 


图 7.5.3 形 函 数 


在 深 的 弯曲 振动 中 , 梁 的 挠 度 不 仅 是 过 的 琅 数 ,也 是 时 间 上 的 
函数 。 作 为 近似 ,我 们 仍 假定 在 振动 中 , 深 单 元 的 揪 值 函数 与 式 
(7. 5. 6) 相同 , 即 单元 内 位 移 的 表达 式 为 

yzZt) = Nj CT) y(t) 十 人 ol) 十 入 yi 
+ Nw0,(t) = N(x)g.(t) (7.5.7) 
其 中 
N = [NCz) ,NigCx) Nr), No)] = [9,, Po, 9,, i) 
gt) 一 [yi 2 ,YC) ,0 
N 为 插值 清 数 矩阵 ,g,(t) 为 结 点 位 移 列 阵 , 式 (7.5.7) 也 称 做 单元 
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的 位 移 模式 。 
建立 了 单元 位 移 模 式 后 ,其 动能 、 势 能 均 可 用 结 扣 位 移 表 示 。 
单元 的 动能 为 


lf 9, ! | T | 
一 4 = 二 d 
Ee > | pC2) dz 7 9。 PN Nazxg. 
— Fm (7. 5. 8) 
其 中 m 为 单元 质量 矩阵 ,并 有 
时 
m 一 | ON Ndz (7. 5. 9) 
如 
将 式 (7. 5.6) 代入 上 式 , 经 积分 后 得 到 
156 227 54 ”一 130 
ol 22/ 47 13/ 一 34 (7. 5 10) 
I 一 一 一 { 。 口 。 
420 54 13/ 156 一 22/ 
一 13/ 一 302 一 22/ 47? 
单元 的 势能 可 表示 为 


Tr 


一 1 9 2 2 一 - | J NT A 
E,. 一 ;| E1(S) dz = | EIL(N" YN"dzgq. 
1 


一 一 Fg Kg. (7. oO. 11) 
其 中 玫 为 单元 刚度 矩阵 ,并 有 
K = | EICN")'N"dz (7. 5.12) 


考虑 到 式 (7. 5.6) 得 
12 6/ 一 12 6/ 
,EI 6/ 412 一 6/ 97 
/| 一 12 —& 12 一 人/ 
6/ 2/: 一 6/ 47: 
现在 来 考虑 阻尼 和 矩阵 和 广义 力 列 阵 , 在 梁 的 弯曲 简化 理论 中 ， 
梁 单 元 间 的 相互 作用 力 只 有 弯 矩 和 前 力 ,对 所 考虑 的 单元 ,单元 两 


(7. 5. 13) 
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端的 前 力 和 弯 矩 用 Mi,Q ,AMi,Q, 表示 ,并 记 
P.= [M,Q MQ,] 
为 单元 结 点 力 列 向 量 , 一 般 情 况 下 , 梁 上 还 存在 分 布 载荷 f(x ,1) 
和 阻尼 力 . 如 果 限 于 讨论 粘性 阻尼 , 则 沿 单元 长 度 分 布 的 阻尼 力 可 
表示 为 
Rx,t) =— ry =— rN(r)g.() (7. 5.14) 
其 中 > 是 阻尼 系数 , 它 等 于 单位 速度 下 ,作用 在 梁 上 单位 长 度 的 阻 
尼 力 . 当 梁 上 发 生 虚 位 移 8g. 时 ,作用 在 单元 上 所 有 外 力 的 虚 功 为 


SW = 6g;P, 十 | fx,t)Sy(r,t) dz 一 | rN(Cr)q. ty(r,t)dr 
0 总 


| ! ! 
一 3g7| 己 十 | Ace,OWrGcodz 一 -NTCz)NCz)dzgr | 
， 0) ud U 


(7.5.15) 
又 按 广 义 力 的 定义 有 
SW = 6g.0. 
政 广 闵 力 列 阵 为 
上 i 
O. 二 P, 十 | frstN' (xr)drx oO— | rN (rN(zx)drg.(t) 
=P,+F,— eg. (7. 5.16) 
其 中 
下 一 | fr NT Cr dz (7. 5.17) 
C 一 | rN' (rN(Cr)dr (7. 5.18) 


c 是 单元 的 阻尼 矩阵 ,比较 式 (7. 5.9) 和 式 (7. 5.18) 可 见 , 除 所 会 
系数 7 与 Pp 不 辐 外 ,c 和 m。 共有 相同 的 表达 形式 ， 
将 得 到 的 单元 动能 .势能 .广义 力 的 表达 式 代 人 拉 格 朗 日 方程 
中 , 便 可 写 出 梁 单 元 的 运动 微分 方程 为 
mag. 十 cq, kg. = P,+F. (7. 5.19) 
3. 结构 的 综合 
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已 知 单元 的 运动 方程 还 不 能 求解 ,因为 它 没有 反映 各 单元 之 
间 的 联系 和 结构 的 约束 条 件 , 因此 还 必须 建立 整个 系统 的 运动 
方程 ， 
首先 引进 总 结 点 位 移 向 量 9 ,其 为 
q = (yi 0 y; 0 y, 9.) 
并 给 出 4 与 单元 结 点 位 移 向 量 g. 的 关系 矩阵 4;, 由 此 写 出 
gs = Ag, 71= 1,2,",s (7. 5.20) 
式 中 i 为 单元 编号 ,s 为 单元 数目 ,4; 是 一 长 方 阵 ,其 行 数 是 单元 的 
自由 度数 , 列 数 是 系统 的 自由 度数 ,根据 式 (7.5.8) 整个 系统 的 动 
能 Ei 为 
E, = 3 Dmg, (7. 5. 21) 
将 式 (7. 5. 20) 代入 上 式 , 得 


] < . 
EF. 一 二 > iA:m,A., 
k 7 一 d 


-__- 2 SAT ” ] "T " 
二 了 之 Ta4 jg 一斑 4 Ma (7. 5. 22) 
式 中 
M = > ArmA, (7. 5. 23) 
M 是 总 体 坐 标 系 下 ,整个 系统 的 质量 和 矩阵。 按照 同样 方法 可 求 得 
总 刚度 矩阵 .总 阻尼 和 矩阵 和 对 应 于 总 结 点 位 移 的 广义 力 列 阵 分 别 
为 
K = > 47K4， 
R= > ,47T(P. 十 已.) 


可 以 看 出 ,MK.C 都 是 对 称 和 矩阵 。 对 于 独立 广义 坐标 组 成 的 列 阵 
2, 系统 的 运动 微分 方程 为 
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一 am we am rw 


Mgqg+Cq+Kq=R (7. 5. 25) 
下 面 进一步 考虑 系统 结构 的 边界 条 件 。 设 边界 条 件 给 出 的 是 
零 结 点 位 移 , 这 时 可 从 总 结 点 位 移 列 阵 中 去 掉 这 些 零 元 素 , 从 而 使 
方程 (7. 5. 25) 降价 。 
现在 把 g 分 成 两 个 子 列 阵 
1 = | (7. 5. 26) 
4 
为 分 析 方 便 , 可 令 go = 0, 它 是 被 约束 的 结 点 位 移 . 这 样 , 独 立 的 广 
义 坐 标 组 成 的 列 阵 就 是 g:。 与 4 的 划分 相对 应 ,把 由 .KC.R 也 分 
成 相应 的 子 块 


M = | Ke Ko 
MM, 


Co : Co R, 
-一 ee R= 二 (7. 5. 27) 
其 中 ,Mo ,天 oo Co 都 是 方 阵 , 它 们 的 阶 数 和 .go 的 行 数 相同 ;M,， 
i, ,Ci 同样 也 是 方 阵 , 它 们 的 阶 数 和 4 的 行 数 相同 ,另外 ,由 于 结 
点 力 是 作用 力 和 反作用 力 的 关系 ,所 以 子 列 阵 R, 实际 上 是 被 约束 
的 结 点 位 移 处 产生 的 动 反 力 ,是 未 知 量 . 而 Ri 是 只 包含 外 载 答 的 ， 
对 应 于 非 约 东 纺 点 位 移 的 广义 力 列 阵 , 它 是 已 知 量 。 
将 式 (7.5. 26) 和 式 (7.5.27) 代入 方程 (7. 5. 25) 中 ,考察 到 
qo 一 0, 于 是 有 
Mg + Cg + Kg = R, (7. 5. 28) 
Muqi 十 Cugit Kog = Ro (7. 5. 29) 
由 上 和 式 可 见 , 在 综合 得 到 了 系统 的 质量 矩阵 好、 刚度 和 矩阵 天 .阻尼 
阵 C 和 广义 力 列 阵 RR 后 ,进行 适当 的 分 块 , 便 可 利用 多 自由 度 系 统 
振动 分 析 的 方法 ,对 方程 (7. 5. 28) 进行 求解 ,确定 系统 的 固有 频 
率 及 主 振 型 以 及 对 外 激 扰 的 动 啊 应 。 
若 边 界 条 件 给 出 的 不 是 零 结 点 位 移 , 而 是 某 一 个 已 知 的 位 移 
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子 列 阵 go, 这 时 上 述 方法 依然 有 效 ,， 只 是 方程 (7.5.28) 和 
(7. 5.29) 右 六 多 了 几 项 ,顺便 指出 ,由 方程 (7.5.28) 求 出 gi 后 ,也 
可 由 方程 (7. 5. 29) 求 出 约束 处 的 动 反 力 。 

在 式 (7. 5. 20) 中 ,我 们 引入 了 变换 矩阵 4, 从 中 不 难看 出 , 它 
的 任 一 行 和 任 一 列 只 有 一 个 元 素 是 1, 其 余 元 素 是 0. 因 此 , 当 用 4 
对 各 单元 特性 矩阵 进行 合同 变换 4 mA 时 ,只 不 过 是 把 m,k,c 中 
的 元 素 原 封 不 动 地 搬 到 0;x; 和 矩阵 中 适当 的 位 置 上 , 即 变 换 和 矩阵 4 
起 着 定位 的 作用 ,由 此 可 以 想到 我 们 也 可 以 用 更 直接 的 方法 来 形 
成 整个 系统 的 特性 矩阵 ,这 里 以 质量 矩阵 为 例 来 说 明 ，。 

先 把 单元 质量 矩阵 mx 分 成 4 个 同 阶 子 方 阵 , 即 


He Ht, 
”一 


2 1 


这 里 ,z 和 j 是 单元 两 端 结 点 的 系统 结 点 编号 ;再 把 m 中 的 诸 元 系 
( 子 方 阵 ) 按 其 下 标 直 接 放 到 0,x, 矩阵 中 相应 的 位 置 上 , 遇 到 下 标 
相同 的 元 素 , 则 相 加 求 和 ,这 样 便 形成 了 质量 矩阵 用 ,如果 考 虑 的 
约束 给 出 零 结 点 位 移 , 那 末 最 后 再 在 M 矩阵 上 划 去 被 约束 的 结 扣 
坐 标 所 在 的 行 和 列 ,得 到 我 们 所 需要 的 质量 矩阵 Mi .通过 同样 过 
程 ,也 可 以 形成 系统 刚度 矩阵 和 阻尼 和 矩阵 ,显然 这 种 方法 可以 省 去 
不 必要 的 窍 阵 乘法 运算 ,而 使 得 形成 系统 特性 矩阵 的 过 程 更 加 
明了 ， 

例 7.5.1 试用 有 限 元 法 分 析 
长 为 2/ 的 均 习 悬臂 梁 的 固有 频率 。 

解 为 简单 起 见 , 把 梁 分 成 两 
个 长 度 均 为 ! 的 单元 .全 深 共 有 3 个 
结 点 , 取 总 结 点 位 移 列 阵 9 为 

0 一 (yoyoOoO) 

两 个 单元 的 质量 阵 和 刚度 阵 分 别 为 


图 7.5.4 两 单元 划分 
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- 156 22 54 一 13/ 
2 人 1130 一 34 
420| 54 13 156 一 22/ 
3 一 3 22 af 

12 6 -12 6 

FI 67 4 六 一 6 27” 
| 

6l 22 一 6 a 
由 式 (7. 5. 20) 不 难 确 定 4; 为 


(a) 


1] 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 

oO 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 
和 Al 一 一 A, 二 一 

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0|] 


再 利用 式 (7.5. 23)、(7.5.24), 可 以 确定 总 质量 阵 至 和 刚度 阵 天 
分 别 为 


M 一 SATmA, 
py 
156 22: 54 —12 0 
22/ 4 13l 一 36 0 0 
i 
0 —13 一 3: 0 8 13l — 32 
0 0 : 54 13l 156 一 22/ 
0 ”0 1 一 32 一 220 44 
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12 6 -12 6 0 
6l 4 -6 2 0 
EI1I—12 -6 24 0 -12 6 
BI & 2 0 81 —6l a | 
0 0 一 12 一 6/ 12 一 6 
0 0 i: 6 22 一 6/ 4A7? 
由 给 定 的 边界 条 件 有 y; = 二 = 二 0, 因而 两 个 结 点 位 移 子 列 阵 为 
| 
0 由 
人 四 人 3 
b 


与 此 对 应 ,把 MK 也 划分 成 上 面 虚 线 表 示 的 各 子 窍 阵 , 其 中 
321 0 54 —123/ 
a a 0 8 13l —3£ 
”420| 54 13 156 一 22/ 
13 一 36 —22 af 
24 0 1l2?2 6: 
ET 0 8 —& 2 
BI -6 12 一 6: 
6l 2 6l 48 
此 题 中 ,c = 0,R = 二 0, 因此 ,独立 广义 坐标 所 满足 的 运动 微分 方程 
为 


kK (e ) 


Mg 二 Kiq=0 
或 
312 0 54 一 130 [y; 
ol | 0 8 13 —3l||0, 
4201 54 13/ 156 一 224 |y; 
一 134 一 342 一 22/ qe | 0, 
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24 0 一 2 6l 13 
EI!| 0 8 一 6 912 | 19, 
Bi2 -6 12 -6 | 
6l 2 6 4 10, 
由 此 得 频率 方程 为 
IK,.— Mip:|=0 
从 这 一 频率 方程 ,可 求 得 各 阶 固有 频率 的 近似 值 为 
P= 3.519a, 22.22a, 75.16a, 218.1a 


EI 

VC 
而 均匀 巧 臂 梁 前 4 阶 频率 的 准确 值 为 

一 3.5154， 22.04a, 01.70a， 120.91a 
可 见 ,一 阶 频率 近似 值 的 误差 为 0.1 匈 ,二 阶 频率 的 近似 值 的 误差 
为 0.8Z ,三 阶 \、 四 阶 频率 误差 较 大 ,要 使 得 高 阶 频 率 也 有 较 好 的 
准确 度 , 可 将 系统 分 成 更 多 的 单元 , 表 7.1 列举 了 梁 弯 曲 振动 特征 
值 4 的 计算 结果 ,从 中 可 以 看 出 有 限 元 法 的 有 效 性 。 

表 7.1 均匀 梁 音 曲 振动 的 特征 值 和 


固有 圆 频率 六 一 Np 


边界 加 有 频率 阶 次 
一 阶 三 阶 四 阶 五 阶 
条 件 | 元 素数 目 


3. 148 | 6.620 | 10. 495 1 14.170 


3. 142 | 6.284 | 9.431 | 12.591 | 15. 781 
国人 
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有 六 阶 一 阶 二 阶 四 阶 五 阶 
条 人 元 素数 目 本 


mn 


1.875 | 4.694 | 7.855 | 10.996 1 14.137 


. 下 


此 例 中 也 可 以 直接 形成 质量 和 矩 隆 和 刚度 矩阵 ,以 质量 矩阵 为 
例 , 因 为 单元 ( 届 与 色 具 有 相同 的 物理 参数 ,并 且 取 相同 的 播 值 沿 
数 , 所 以 它们 具有 相同 的 质量 矩阵 与 刚度 答 阵 , 即 有 


将 m 与 上 等 分 成 4 个 子 块 , 即 


mi .Mi ki, :kk, 
11221 71122 Ks 无 2? 
这 时 ,系统 的 总 体 坐 标 质 量 和 矩阵 可 表示 为 


下 


rr 
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156 22 54 13 0 0 
227 42 13 3 0 0 
| 51130312 0 54 —13 
420| 一 130 一 32 0 8 13 一 3 
0 0 54 13 156 一 22/ 
0 0 3 一 3 一 220 4 


对 于 悬臂 粱 ,约束 条 件 是 = 0 = 0, 故 划 去 第 一 二 行 及 列 , 便 可 


得 到 质量 矩阵 MI。 显然 ,此 结果 与 式 (e) 相同 ,读者 可 以 作为 练 
习 , 用 此 法 形成 刚度 和 矩阵 1。 
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振动 有 其 有 利 的 一 面 ,利用 振动 原理 可 以 制 成 各 种 振动 机 械 ， 
提高 工效 。 振 动 也 有 它 有 害 的 一 面 ,例如 振动 会 影响 精密 仪器 设备 
的 功能 ,降低 加 工 精度 ,加 剧 构 件 的 疲劳 与 磨损 ,缩短 机 絮 与 结构 
的 使 用 寿命 ,并 恶化 环境 等 。 

通常 所 说 振动 控制 实际 上 是 指 振动 抑制 ,也 就 是 设法 把 振动 
的 危害 限制 到 最 小 限度 或 减 小 到 容许 的 程度 。 

振动 抑制 可 分 为 被 动 式 的 与 主动 式 的 ,前 者 属于 事先 一 次 性 
设计 的 振动 抑制 ;后 者 利用 反馈 控制 ,自动 地 进行 振动 抑制 。 

被 动 式 的 振动 抑制 技术 包括 阻尼 消 振 、 隔 振 与 动力 吸 振 拉 术 
等 ,它们 的 换 振 机 理 都 可 用 前 述 振 动 理论 加 以 说 明 ， 


8.1 月 尼 消 振 


抑制 振动 的 有 效 方法 之 一 是 加 阻尼 ,在 加 阻尼 之 前 必须 弃 滞 
在 原 结构 中 已 经 存在 多 大 的 阻尼 ,确定 原始 阻尼 非常 重要 ,因为 改 
进 是 在 原来 的 基础 上 得 到 的 .工程 上 ,系统 阻尼 的 大 小 通常 用 损耗 
因子 来 表示 。 损 耗 因 子 7 定义 为 


_ 半 功率 带宽 
共振 频率 


必须 首先 区 分 原 结构 是 组 装 的 ,还 是 焊接 的 或 整体 加 工 的 ,组 装 结 
“ 构 是 用 紧 固件 ,诸如 负 钉 、 螺 栓 或 螺钉 等 连接 起 来 的 .组装 结构 通 
党 有 较 大 的 原始 阻尼 , 它 的 损耗 因子 可 高 达 0. 05。 而 整体 结构 的 
损耗 因子 与 材料 本 身 的 差不多 ,对 于 钢 或 铝 结构 大 约 为 10 ~ 
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10” 数量 级 ,因此 ,要 想 使 组 装 结构 的 损耗 因子 再 加 大 10 倍 古 很 
难 做 到 的 ， 

加 大 系统 阻尼 无 非 通 过 两 个 途径 :一 是 外 加 各 种 阻尼 花 , 包 括 
干 摩擦 阻尼 器 ; 另 一 是 采用 复合 材料 或 加 贴 粘 弹 性 阻尼 材料 。 

粘 弹 性 材料 是 一 种 理想 的 高 阻尼 材料 , 它 不 仅 可 减 小 振动 水 
平 ,还 可 降低 噪声 水 平 . 工 程 上 大 多 用 粘贴 自由 阻尼 层 或 约束 阻尼 
层 的 办 法 来 控制 结构 振动 ,前 者 利用 拉 压 变形 ,后 者 利用 剪 切 变形 
来 消耗 能 量 .约束 阻尼 层 往往 更 为 有 效 ,特别 是 多 层 约束 阻尼 层 。 
实 践 表明 ,在 宽带 激励 下 处 于 多 模 态 共振 的 局 部 结构 上 粘贴 多 压 
约束 阻尼 层 后 ,可 有 效 地 降低 振动 与 噪声 水 平 ,提高 疲劳 寿 售 ,这 
种 消 振 技术 已 成 功 地 应 用 于 飞机 与 潜艇 等 军事 工业 。 但 是 , 粘 弹 性 
材料 是 一 种 高 分 子 材 料 , 对 温度 较 敏感 ,在 环境 温度 变化 大 于 
60C 的 地 方 , 减 振 效 果 不 够 理想 。 

复合 材料 有 重量 轻 、 比 刚度 与 强度 高 等 优点 ,所 以 被 广泛 采用 
于 宇航 工业 。 在 设计 中 不 仅 要 考虑 刚度 与 强度 的 要 求 , 还 得 考虑 改 
进 材料 的 内 阻尼 .纤维 增强 的 复合 材料 采用 粘 弹 性 材料 作 基 底 可 
有 效 地 提高 内 阻尼 。 

由 于 干 摩擦 阳 尼 几乎 不 受 环 境 温度 变化 的 影响 ,因此 ,受到 人 
们 的 重视 ,实际 的 组 装 结构 中 大 约 90% 的 阻尼 来 日 干 摩擦 阻尼 ， 
人 为 地 加 大 干 摩擦 阻尼 达到 减 振 目的 的 成 功 实例 已 屡 见 报 吐 。 例 
如 , 曾经 在 20 层 楼 的 预制 板结 构 的 接头 处 加 入 汽车 垫 片 后 , 项 楼 
的 挡 度 可 减 小 一 半 左 右 , 此 外 , 干 摩 擦 阻尼 也 曾 有 效 地 用 于 抑制 燃 
气 轮 机 的 叶片 振动 与 核电 站 的 管道 振动 等 。 

《振动 阻尼 》 一 书 ( 参 考 书目 4) 对 阻尼 消 振 有 较 详尽 的 介绍 。 


8.2 振动 隔离 


振动 隔离 有 两 种 提 法 :一 是 减 小 振动 机 械 ( 振 源 ) 对 基础 的 力 
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传递 ; 男 一 是 减 小 基础 振动 对 附着 结构 的 运动 传递 .研究 表明 ,二 
者 的 传递 率 具 有 共同 的 规律 。 

隔 振 通常 是 在 结构 与 基础 之 间 加 隔 振 器 来 实现 的 ,目的 是 使 
传递 率 达 到 最 小 . 隔 振 器 无 非 是 弹性 元 件 与 阻尼 元 件 的 适当 组 合 。 

利用 粘 弹 性 材料 可 制 成 大 阻尼 隔 振 器 ,但 往往 不 适应 恶劣 的 
环境 条 件 。 

利 用 于 摩擦 作用 构成 的 钢丝 绳 隔 振 器 ,其 损耗 因子 可 高 达 
0. 34。 而 且 钢 丝 强 隔 振 器 具有 渐 软 非 线 性 刚度 ,对 冲击 有 缓冲 作 
用 ,此 外 , 它 能 在 恶劣 的 环境 条 件 下 工作 ,采用 干 摩 擦 阻 尼 峰 作为 
隔 振 元件 时 ,其 传递 率 与 振动 响应 在 有 关 振 动手 册 中 有 和 较 详细 的 
介绍 ，。 

在 建筑 物 与 橡胶 隔 震 器 之 间 加 入 干 摩 擦 垫 片 ,可 以 在 强 地 震 
时 使 橡胶 隔 震 器 相对 于 建筑 物 底部 发 生 滑 动 , 既 保护 了 橡胶 隔 震 
器 的 完整 性 ,又 大 大 降低 对 建筑 物 的 力 传 递 . 据 报导 ,一 座 九 层 大 
楼 由 于 采用 了 干 摩擦 隔 振 器 ,在 经 受 一 次 强度 为 七 级 的 地 震 时 , 传 
到 建筑 物 上 的 力 仅 为 地 震 力 的 1/4 一 175。 

3.7 节 中 已 提 及 ,利用 反馈 控制 有 可 能 改善 隔 振 效果 。 


8.3 动力 吸 振 


动力 吸 振 是 利用 多 自由 度 系统 中 的 反共 振 特性 ,将 振动 能 量 
转 移 到 附加 吸 振 器 来 减 小 主 结 构 的 振动 ,美国 纽约 市 的 一 座 大 厦 
顶部 装 有 动力 吸 振 器 ,以 减 小 风 激 振动 ,主要 是 抑制 一 阶 模 态 振 
动 , 其 吸 振 质 量 约 为 建筑 物 的 当量 模 态 质量 的 1%, 它 能 使 振动 减 
小 40%% 左右 ,动力 吸 振 器 在 船舶 内燃 机 、 拖 拉 机 、 直 升 机 上 已 奈 
见 应 用 ， 

动力 吸 振 器 一 般 只 适用 于 激 振 频率 比较 稳定 的 情形 ,由 于 化 
利 用 的 反共 振 效应 往往 只 在 一 个 很 罕 的 频带 内 起 作用 ,即使 经 过 
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优化 调谐 设计 的 吸 振 器 也 难以 适应 激 振 频率 有 大 幅度 变化 的 情 
形 . 为 了 克服 这 一 缺点 ,曾经 出 现 过 可 变 参 数 的 动力 吸 振 器 。 它 可 
以 通过 反馈 信息 , 随 激 振 频 率 的 变化 而 自动 调整 吸 振 髓 的 参数 , 例 
如 弹 得 的 刚度 或 吸 振 质 量 的 布局 ,使 吸 振 器 能 最 有 效 地 抑制 振动 。 
这 种 吸 振 谷 已 去 兵 了 一 次 性 设 定 的 弊 闪 , 在 一 定 范围 内 可 实现 目 
动 设 定 , 因 而 更 为 有 效 . 实 际 上 , 它 已 经 是 被 动 式 据 动 控 制 与 主动 
式 振 动 控制 的 初步 结合 。 


8.4 ”主动 振动 控制 简介 


随 着 生产 与 科学 技术 的 发 展 , 工 程 上 对 减 振 的 要 求 愈 来 您 高 ， 
单 纯 的 被 动 式 振动 控制 方法 难以 满足 这 一 要 求 。 人 们 转 而 寻找 新 
的 振动 控制 途径 。 利 用 现代 控制 工程 的 成 果 , 发 展 有 源 振 动 控 制 是 
一 个 方 回 。 通 常 所 说 的 主动 振动 控制 就 是 这 个 含义 。 

主动 振动 控制 系统 包括 控制 对 象 、 人 传感器、 执行 项 .控制 右 及 
能 源 五 个 部 分 。 由 传 感 硕 得 到 的 反馈 信号 ,经 调制 放大 后 , 传 到 控 
制 器 ,由 控制 器 形成 所 需 的 控制 律 , 并 发 送 指令 到 执行 筑 , 由 执行 
驶 对 结构 施加 控制 力 ,所 需 能 量 由 能 源 提供 。 由 此 构成 一 个 闭环 控 
制 系 统 。 

主动 振动 控制 的 核心 问题 是 确定 控制 律 .下 面 围绕 主动 式 搞 
振 设计 问题 ,介绍 最 优 控制 理论 在 振动 控制 中 的 应 用 。 


8. 4.1 稳定 性 .能 控 性 .能 测 性 


稳定 性 、 能 控 性 ,能 测 性 是 现代 控制 理论 中 三 个 重要 的 基本 概 
念 。 现 分 别 介 绍 如 下 : 

1. 稳定 性 

稳定 性 是 受 控 系统 必须 具备 的 性 能 之 一 ,可 以 用 自治 状态 变 
量 系统 来 说 明 稳 定性 的 概念 , 设 定常 自治 线性 系统 的 状态 运动 微 
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分 方程 可 表示 为 
x 一 Ax Xlto) = ro (8. 4. 1) 
其 中 x, 是 维 状 态 和 拓 量 ,4 为 n Xn 阶 第 数 矩 阵 。 满 足 如 下 方程 
AxX 二 0 


的 解 x 是 上 述 系统 的 平衡 状态 .显然 , 当 4 是 非 奇 异 和 矩阵 时 ,x 一 0 
是 系统 的 唯一 平衡 状态 。 
定义 1 硅 对 于 任意 的 ,以 及 任意 的 e 这 0, 总 存在 一 个 实数 
0(e,to) 之 0, 只 要 初始 状态 Xx, 满足 
lxo—x| 6 
就 对 于 所 有 的 上 之 加 ,有 
| xy 一 | < 
则 这 一 平衡 状态 x 称 为 在 李 雅 普 诺 夫 (Liapunov) 意义 下 稳定 的 。 
石上 述 6 不 依赖 于 硬 ; 则 称 为 一 致 稻 定 的 。 
定义 中 ,jx | 可 以 到 为 欧 几 里 德 范 数 ， 
1z = (27 
也 可 以 取 其 它 合 适 的 范 数 。 
定义 2 设 系 统 的 平衡 状态 x 是 稳定 的 , 若 对 应 于 任意 的 如， 
总 存在 一 个 G > 0, 只 要 初始 状态 满足 
| xe 一 X| 委 6 
束 有 
| xi) 一 Y|| >0， to 
则 *x 称 为 渐 近 稳定 的 .又 若 初 始 状态 xz, 无论 取 何 值 ,上 式 都 成 立 ， 
则 称 此 平衡 状态 是 大 范围 渐 近 稳定 的 .对 于 线性 系统 来 说 ,只 要 是 
渐 近 稳定 的 , 它 就 是 大 范围 的 ， 
定义 3 设 系 统 的 平衡 状态 x 是 稳定 的 ,车 对 应 于 任意 的 初 
值 Xo, 总 存在 实数 >0 及 BB > 0, 并 有 


| XCL) 一 x | < Qe 一 | Xo | ， 之 上 
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则 x 称 为 指数 稳定 的 。 

在 以 上 讨论 中 只 提 到 了 平衡 状态 的 稳定 性 ,实际 上 ,对 于 定常 
线性 系统 来 说 ,平衡 状态 的 稳定 性 就 意味 着 系统 任意 解 的 稳定 性 。 
考察 与 系统 (6. 4.1) 对 应 的 非 自 治 系统 

YX 一 4x 十 玉 F() (8. 4. 2) 
其 中 8B 是 nn Xm 阶 常数 矩阵 ,f() 为 m X 1 阶 时 间 函 数列 阵 。 设 x 
是 系统 (8.4.2) 对 应 于 任意 给 定 的 初始 条 件 的 一 个 解 ,x 是 对 应 于 
其 它 初 始 条 件 的 解 ,由 于 x 与 x 都 满足 方程 (8.4.2), 因 而 x 一 x 满 
足 方 程 (8.4.1), 即 有 


d ~ ~ 
XX) = A(rIC— x) 


上 式 的 零 解 是 唯一 平衡 解 .不 难看 到 ,x 一 并 的 零 解 稳定 性 就 隐 含 
着 工 的 稳定 性 ,所 以 说 ,定常 线性 系统 平衡 解 的 稳定 性 与 系统 的 稳 
定性 是 等 同 的 ， 

对 于 定常 线性 系统 来 说 ,系统 的 稳定 性 判别 可 以 简化 为 对 系 
统 特征 值 的 判别 .如 前 所 述 , 若 系统 矩阵 4 具有 各 不 相同 的 特征 值 
i; 以 及 相应 的 彼此 独立 的 特征 矢量 一 1222， 则 系统 
(8.4.1) 的 任意 一 个 解 总 可 表示 为 

X(t) = > ce 


其 中 各 个 c; 是 取决 于 初始 条 件 的 常数 ,可 见 , 系 统 的 稳定 性 取决 于 
各 个 特征 值 的 实 部 ， 

定理 1 定常 线性 系统 (8. 4.1) 是 稳定 的 , 当 且 仅 当 系统 满 
足 :(a) 4 的 全 部 特征 值 具 有 非 正 实 部 ; (5) 4 非 亏 损 , 即 对 于 其 中 
个 特征 值 恰 有 个 线性 独立 的 特征 矢量 ，。 

定理 2 定常 线性 系统 (8.4.1) 是 渐 近 稳定 的 , 当 且 仅 当 和 4 的 
全 部 特征 值 都 具有 人 负 实 部 ， 

定理 3 定常 线性 系统 是 指数 稳定 的 , 当 且 仅 当 系统 是 潮 近 
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判别 定常 线性 系统 的 特征 根 是 否 全 部 具有 负 实 部 有 多 种 方 
法 ,其 中 包括 著名 的 霍 尔 维 次 (Hurwitz) 法 。 
若 系 统 (8. 4.1) 的 特征 多 项 式 已 知 为 
A(s) 二 上 十 4a,_15” 十 … 十 ao 
由 此 可 构 作 nn x nn 阶 霍 尔 维 次 答 阵 已: 


Cn-1 l 0 0 “"*" 0 
dn—3 dn? Co 一 1 l 0 

H -一 Hn— 5 Uns Qo— 3 Hn—2 机 0 (8, 4. 3) 
Un 


这 时 , 霍 尔 维 茨 判 据 可 表述 如 下 :系统 (8.4.1) 是 渐 近 稳定 的 , 当 
且 仅 当 和 矩阵 事 的 所 有 主子 式 均 为 正 , 此 外 ,只 要 特征 多 项 式 的 系 
数 中 有 一个 系数 为 非 正 ( 即 为 零 或 负 ), 则 系统 就 有 可 能 是 不 稳 
定 的 。 

根据 上 述 判 据 , 令 矩阵 昌 的 各 阶 主 子 式 大 于 零 , 可 得 关于 特 
征 多 项 式 系数 的 一 系列 非 线 性 代数 不 等 式 , 只 有 当 全 部 不 等 式 得 
到 满足 时 ,系统 才 是 渐 近 稳定 的 。 

例如 , 当 系 统 特征 多 项 式 为 三 次 方程 时 ,有 

A(s) 法 二 ass 十 ai 十 aa 

相应 的 矩阵 总 为 
Qa, |] 0 
Hia, al 4a, 
0 0 an 
由 霍 尔 维 蒋 判 据 ,首先 必须 有 as > 0,a 0 与 ao 盖 0。 册 由 各 阶 主 
子 式 大 于 零 ,有 


ZX 站 
2a54 一 Co 全 
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daias 一 CI 人 >0 
综合 上 述 不 等 式 , 可 得 系统 是 渐 近 稳定 的 充 要 条 件 为 
dada; 0，aw>0，a 全 0 
以 及 
QQ — ds, 0 

2. 能 控 性 

能 探 性 标志 所 加 控制 作用 是 否 具 有 操纵 系统 全 部 状态 变化 的 
能 力 .重仓 在 允许 的 控制 Bu(i), 它 能 在 有 限 的 时 间 区 间 [z,ti] 内 
使 系统 从 初始 状态 x(to。) 能 移 至 任意 指定 的 终端 状态 x(t ), 则 称 
此 时 系统 是 状态 能 控 的 。 若 系统 对 任意 的 x(to) 都 能 控 , 则 称 此 系 
统 是 完全 状态 能 控 的 ， 

所 谓 允 许 的 控制 u(t) 是 指 物理 上 可 实现 的 控制 矢量 , 即 在 所 
考察 的 有 限时 间 区 间 [zo,t] 内 ,控制 矢量 的 各 个 分 量 u;(z) 均 为 平 
方 可 积 范 数 , 即 有 

Ja < ,i 2m 


全 


对 系统 的 运动 状态 不 能 完全 控制 的 外 加 作用 是 客观 存在 的 。 
例 如 ,作用 于 刚体 的 力 , 若 其 作用 线 通过 刚体 的 质心 ,就 无 法 控制 
刚 体 的 转动 。 再 如 ,作用 于 振动 系统 某 个 主 振 型 结 点 上 的 力 , 就 无 
法 激 起 相应 的 模 态 运动 。 
设 n 阶 定常 线性 系统 可 描述 为 
r= Ax 十 Bu 
y= Cx 
其 中 4、B.C 分 别 为 n XX nn X mr Xm 阶 常数 矩阵 ， 
这 时 ,系统 完全 能 控 的 充 要 条 件 有 多 种 形式 ,其 中 之 一 可 表述 


(8. 4. 4) 


为 
rank|B AB .… A"” :B=n (8. 4. 5) 


上 述 n X nm 阶 和 矩阵 称 为 能 控 性 矩阵。 
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当 系 统 和 矩阵 4 具有 互 异 特征 值 时 .总 可 以 通过 非 奇 异 相似 变 
换 , 将 状态 方程 变换 成 对 角形 , 即 存在 非 奇 异 变 换 


Y 一 Oz 
可 使 得 
0O .40 = diagfM 1 三 4 
从 而 有 
一 Az 十 Bz | 
~ z (8. 4.6) 
y= cz | 
其 中 


B = 0- 及， CC 一 Oric 
这 时 ,系统 完全 能 控 的 充 要 条 件 简 化 为 BB 中 第 一 行 的 元 素 不 全 
单 输入 / 单 输出 (SISO) 系统 的 能 控 标准 形 
设 SISO 定常 线性 系统 的 状态 运动 微分 方程 可 表示 为 
x = Ax 二 Thu, x(,) = xo) 


(8. 4.7) 
y= Cx | 
式 中 和 4 为 x Xn 阶 常数 矩阵 ,b 与 c 为 n X 1 阶 常数 列 阵 . 设 和 的 
特征 多 项 式 可 表示 为 


detGST— A) 二 二 a 二 十 a (8. 4. 8) 
再 设 系 统 (6. 4.7) 能 控 , 即 有 
rank[b Ab … A* | 一 7 
不 难 验 证 ,通过 如 下 非 奇 异 变 换 
一 OZ 
其 中 
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三 [PP 
系统 (8. 4.7) 可 化 为 如 下 能 控 标 准 形 
z= Az + bu 
_ (8. 4. 9) 
y 一 CZ 
其 中 
O 
~ ， : ,i 
A=p Ap= 0 
oa a 
b= pb = [0 01] 
c= cp= [cp cep] 三 [Bo B,-1] 
不 难 验 证 ,这 时 有 


rank[b Ab .… A*'b]=n 

也 就 是 说 , 非 奇异 相似 变换 不 会 改变 系统 的 能 控 性 ， 

3. 能 测 性 

能 测 性 标志 通过 系统 输出 (观测 量 ) 来 确定 系统 状态 的 能 力 。 
若 根据 系统 在 时 间 区 间 [La, tj 内 的 输出 观测 量 以 及 给 定 允 许 控 
制 u(t) ,能 唯一 确定 系统 在 如 时刻 的 状态 x(t), 则 称 此 系统 在 如 
时 刻 是 能 测 的 。 若 系统 在 所 考察 的 时 间 区 间 内 的 每 个 时 刻 都 能 测 ， 
则 称 此 系统 是 完全 能 测 的 。 

设 n 阶 定常 线性 系统 仍 可 由 方程 (6. 4. 4) 描述 。 这 时 ,系统 能 
测 的 充分 必要 条 件 可 表述 为 


cA 
rank | | 一 7 
A"™! 
上 述 rn Xn 阶 和 矩 阵 称 为 能 测 性 矩阵 。 
当 系 统 (8. 4.4) 中 A 可 化 为 对 和 角 阵 , 即 有 
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4 三 Or-I4O = diag[y;] 
且 各 35 为 互 异 特征 值 时 ,系统 可 化 为 式 (8.4.6) 形 式 。 这 时 ,系统 能 
测 的 充分 必要 条 件 简化 为 阵 各 列 都 是 非 零 列 向 量 。 
SISO 定常 线性 系统 的 能 测 标准 形 
设 系统 (8.4.7) 能 测 , 则 有 


A"-! 
再 设 系 统 的 特征 多 项 式 仍 取 式 (8. 4. 8)。 
通过 如 下 非 奇 异 变换 


其 中 


| [| Cn—l 1 ee 


(8. 4. 10) 
一 AIz 十 cu 


y=[0.… 01]z= bz 


在 系统 能 控 性 与 能 测 性 之 间 存 在 所 谓 对 候 原 悍 。 
设 原 系统 为 如 下 定常 线性 系统 
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= Ax++ Bu 
y= Cx 
则 与 之 对 偶 的 系统 定义 为 
X= A'Tr++Cu 
y= Bix 
对 偶 原 理 指出 , 当 原 系统 能 控 时 , 则 其 对 偶 系 统 能 测 。 反 之 , 当 原 系 
统 能 测 时 , 则 其 对 偶 系 统 能 控 . 从 上 述 SISO 定常 线性 系统 的 能 控 
标准 形 (8. 4. 9) 与 能 测 标准 形 (8. 4. 10) 也 不 难看 到 这 一 上 后。 


8. 4. 2 ”线性 二 次 型 最 优 控制 


1. 最 优 控 制 问题 
设 x 是 系统 的 维 状态 矢量 ,其 运动 微分 方程 可 表示 为 
x = f(x,u,!) (8. 4.11) 
式 中 /为 n 维 连续 可 微 的 矢量 函数 ,uw 为 m 维 控制 矢量 ,在 所 考察 
的 时 间 区 间 [&,t1] 上 ,车 已 知 x(to) = 二 x 与 Y(t1) 二 xi, 则 为 固定 端 
点 问题 ,再 设 性 能 泛 函 为 


J 三 | ztx@), u(t), t ld (8. 4. 12) 


其 中 工 连 续 可 微 。 

这 时 , 面 定 端点 最 优 控制 问题 的 提 法 为 :在 上 述 条 件 下 ,寻找 
最 优 的 控制 a(t) ,使 / 沿 相 应 的 最 优 运动 轨 线 xz) 取 最 小 值 。 

这 一 问题 的 解法 如 下 :可 以 把 式 (8.4.11) 看 做 一 种 等 式 约 
束 , 采 用 = 个 拉 格 朗 日 乘 子 来 解除 xu 的 约束 .将 式 (8.4. 11) 改写 
为 

xyat) 一 x 一 0 
引入 待定 的 维和 拓 量 拉 格 朗 日 乘 子 MXt) ,其 为 
A(#) = [A 1 A 
构 作 增 广 泛 函 
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(8. 4. 13) 


J 三 | Eee 4 ATCF — x) dz 
当 式 (8.4.11) 成 立时 ,有 了 一/ ,因而 求 y 的 一 阶 变 分 可 转化 为 求 


J 的 一 阶 变 分 。 
(8. 4.14) 


引入 标量 哈密 顿 消 数 (Hamiltonian) 
H(xu,A,t) 三 1LCX EL) 十 A'flx,u,t) 


则 式 (8. 4. 13) 可 写成 
J, 二 |’'EH Gu At) — AT 。x ld 


对 上 式 右 端 后 面 一 项 进行 分 部 积分 ,得 
J 二 一 Aix) 十 A'xo 十 | [本 (xz ht) + A'x dr 


当 wu 取 最 优 控制 w(t),x 取 最 优 轨 线 X(t) 时 ,应 有 7, 二 0。 


由 固定 端 条 件 , 有 Sx(to) 二 6xQ) 一 0, 因 而 有 
上 aH T oH i 
(二 十 罚 $x 二 (=) Su dt (8. 4.15) 


a oH TAN 
(2 十 cAA)T6x 十 《过 ) Su 二 0 


在 约束 解除 后 , 且 系 统 能 控 时 ,6x 与 iu 应 是 任意 的 ,因而 必须 有 
(8. 4. 16) 


oaH 
一 一 
aH 
2 一 0 (8. 4.17) 
(8. 4.18) 


由 式 (6. 4. 14) 与 式 (6. 4. 11), 有 
.a 
“A 
上 式 称 为 正则 形式 下 的 状态 方程 .而 拉 格 斋 日 乘 子 4 也 称 协 态 变 
量 , 相 应 地 , 式 (8.4. 16) 也 称 协 态 方程 .状态 方程 (8.4.18) 与 协 态 
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方程 (8. 4. 16) 合 称 正 则 方程 .而 式 (8.4.17) 则 称 为 控制 方程 。 
综 上 所 述 , 可 得 如 下 结论 : 
系统 状态 方程 为 
x 一 f(x,u,t) 
两 端点 固定 , 目 x(to) 二 xoyx(t1) 一 罗 5 为 允许 控制 ;性 能 泛 函 
取 为 


J 一 | Lix,u,t ld 


那 末 ,使 /达到 极 值 的 条 件 是 对 应 的 解 x,u,A 必须 满足 方程 
(8. 4.16) 一 (8. 4.18) 以 及 给 年 的 初始 条 件 与 终端 条 件 。 以 上 只 是 
最 优 控制 问题 解 的 必要 条 件 , 因 为 性 能 指标 J 究竟 取 极 大 还 是 极 
小 ,还 需 考察 二 阶 变 分 J ,不 过 ,在 许多 工程 实际 问题 中 ,从 直观 
的 物理 概念 出 发 就 可 以 判定 性 能 指标 7 是 否 取 极 小 值 。 
万 外 ,以 上 关于 固定 端 氮 最 优 控制 问题 的 讨论 结果 ,同样 适用 
于 满足 x(to) = 2 AG) 一 人 二 一 co 时 的 混合 型 边 值 最 优 控制 
问题 。 . 
2. 线性 二 次 型 问题 
如 有 果 系 统 是 线性 的 ,而 性 能 指标 J 是 状态 变量 和 /或 控制 变 
量 的 二 次 型 晒 数 , 则 这 样 的 最 优 控制 问题 称 为 线性 二 次 型 最 优 控 
制 问题 ,简称 线性 二 次 型 问题 。 
设 系 统 的 状态 运动 微分 方程 为 
x = AG) Bln (8. 4. 19) 
其 中 4(2) 与 B(2) 分 别 为 x Xn 阶 与 n Xm 阶 给 定 的 函数 矩阵 , 运 
动 初 始 条 件 为 : 当 上 三 如 时 ,有 
x(to) = xo (8. 4. 20) 
终端 条 件 为 tf1 一 co, 且 x(t1) 不 受 约束 ,这 时 ,性 能 指标 可 取 为 


了 一 到 | (xTOO 十 MTRCODad: (8. 4. 21) 
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性 能 指标 中 的 加 权 和 矩阵 8 与 RR 通常 取 为 对 角 阵 .8 阵 中 示 个 对 角 
元 素 傅 大 ,意味 着 相应 的 状态 变量 将 愈 快 地 趋 于 零 .而 引入 民 阵 十 
考虑 到 控制 作用 的 耗 能 要 求 ,通常 ,R 取 正 定 阵 ,Q 取 非 负 定 阵 。 

在 这 种 情形 下 ,哈密 顿 孔 数 取 为 


H = 5°Qx 十 FuTRu + AAx + ABu (8.4.22) 


于 是 , 协 态 方程 为 
aH 


4 一 一 元 一 一 Or 一 44 (8. 4. 23) 
且 有 
ACG) 一 10 (8. 4. 24) 
而 控制 方程 为 
-Rut+BA=0 (8. 4. 25) 
或 与 成 
u =— R(t)B (£)Az) (8. 4. 26) 


由 方程 (8. 4.19)、(8. 4.23)、(8.4.26) 连同 边界 条 件 (8. 4.20)、 
(8. 4. 24) ,可 导出 最 优 解 XC) 、AC) u(t)， 
当 利 用 状态 反馈 来 实现 控制 时 ,可 设 
A(t) = K(t)x(t) (8. 4. 27) 
于 是 有 
u(t) =— R iC)B GKG)xC) (8. 4. 28) 
将 上 式 代 人 方程 (8. 4. 19), 有 
x= AC)xXG) — BOGOR (BT UOKGxG) (8.4.29) 
式 (8. 4. 27) 两 端 对 t 求 导数 ,并 利用 式 (8. 4.23), 可 得 
A(1) = K(xC) 十 于 (人 
一 -一 OCX — A (KG) 
将 式 (8. 4. 29) 代入 上 式 ,整理 后 ,可 得 
[RCO) + KG)ACG) — K(2 BOOR CB (2)KCO) 
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A'CGKCG) 十 OO xxG) =0 
上 式 对 任意 的 x() 均 成 立 , 因 而 有 
K(t) =— K(t)A() — A' (GKG) 
+ KGBOOR OB OU)KR(G) — OQO() (8.4.30) 
式 (8.4. 30) 称 为 关于 于 人 ) 的 黎 卡 提 (Riccati) 矩阵 微分 方程 ,其 边 
界 条 件 为 : 当 t 二 时 ,满足 
A(t1) = K(t)x(t) 
由 式 (6. 4. 24) 可 知 有 
K(t')=0 
这 样 ,在 求解 黎 卡 提 方 程 时 ,可 利用 (zt,), 从 z 开始 逆 时 间 求 解 。 
可 以 证 明 ,K() 是 正定 对 称 阵 。 
将 求 得 的 KG) 代入 式 (8. 4. 27) 与 式 (8. 4.26), 可 得 线性 最 优 
控制 律 u(t) 为 
u(t) =—=— G(r) 
其 中 
G(i) = R 1(1)B (1)K(t) (8. 4. 31) 
G 称 为 最 优 控制 增益 。 
线性 二 次 型 问题 最 优 控 制 框图 可 示 为 图 8. 4. 1。 
3. 定常 线性 二 次 
型 问题 
现 讨论 定常 线性 系 
统 的 情形 ,这 时 ,系统 的 
运动 微分 方程 为 
x=— AxBu 
: (8. 4. 32) 
其 中 4 与 8B 都 是 第 数 
阵 。 相 应 地 ,性 能 指标 了 图 8.4.1 线性 二 次 型 最 优 控制 框图 
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表示 式 (8.4.21) 中 的 0 与 R 也 都 取 为 常数 阵 ,而 黎 卡 提 方 程 的 终 
端 条 件 仍 为 : 当 ti -> coo 时 ,有 Klt) 一 0。 实 践 表 明 , 当 从 二 一 co 开 
始 逆 时 间 积 分 黎 卡 提 方 程 ,K(1) 将 迅速 增 大 至 一 稳定 值 。 换 句 话 
说 ,从 上 = 二 0 开始 ,在 相当 长 的 一 段 时 间 内 ,KK() 将 保持 为 常 值 , 即 
有 (ti) = 二 K(0), 如 图 8.4.2 所 示 。 


KU) 


Kti) 


| 1 


图 8.4.2 ” 道 时 间 求 解 歼 卡 提 方 程 的 结果 (n 二 2) 
因此 ,可 以 认为 ,在 具有 工程 实际 意义 的 相当 长 的 时 间 区 间 


内 ,有 站 (4) 一 0。 从 而 求解 黎 卡 提 和 矩阵 微分 方程 的 问题 退化 为 求解 
如 下 黎 卡 提 和 托 阵 代 数 方 程 


KA + A™Kk-— KBR-'B'K—0Q0=0 (8. 4. 33) 
在 这 段 时 间 内 的 最 优 控制 w(t) 可 表示 为 
u(t) 一 一 民有 KKYC) =— Gr 
其 中 x(z) 满足 如 下 定常 线性 齐 次 方程 
x(1)=[A— BG |x() (8. 4. 34) 


以 及 相应 的 初始 条 件 :x(0) 二 xY。 

不 难看 到 ,上 述 最 优 状态 反馈 控制 实际 上 起 了 系统 特征 算 阵 
极点 重新 配置 的 作用 。. 即 系统 由 无 控制 作用 时 ( 开 环 系统 ) 的 特征 
算 阵 (SI 一 4A) 转化 为 有 控制 作用 时 (闭环 系统 ) 的 特征 矩阵 (oz 一 
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A BG), 
作为 小 结 , 将 定常 线性 二 次 型 最 优 控制 的 基本 结果 归纳 如 下 : 
设 定常 线性 系统 z 
X(t) = Ax(t) + Bul(t), x(0)= x 


y(t) = Cx(i) 
是 能 控 与 能 测 的 , 则 使 下 述 性 能 指标 
了 一 | [x Ox + u' Ru |dt 
取 极 小 值 的 最 优 控制 律 为 全 状态 负 反 馈 , 即 
u(t) 一 一 民 -IBIKRrC) 三 一 Cr(t) 
G 二 R BK 称 为 反馈 增益 ,其 中 满足 黎 卡 提 和 矩阵 代数 方程 ,而 
且 上 述 最 优 闭环 控制 系统 是 新 近 稳 定 的 。 


8. 4.3 状态 重 构 


上 述 最 优 反 馈 控 制 是 通过 全 状态 反馈 来 实现 的 , 当 系 统 状态 
变量 不 能 全 部 获得 时 就 实现 不 了 .在 系统 能 测 的 情形 下 ,可 以 通过 
观测 得 到 的 信息 来 重 构 (或 估计 ) 系统 的 状态 量 。. 所 谓 观 测 器 (也 
称 状 态 佑 计 囊 ) 就 是 为 此 设计 的 ,不 过 重 构 所 得 的 状态 量 仪 仪 是 
一 种 估计 值 。 

龙 伯 格 (Luenberger) 估计 妖 的 设计 思想 是 用 输出 信 计 的 误 
差 反 馈 来 控制 状态 估计 的 误差 ,考察 如 下 定常 线性 系统 S, 它 可 摘 
述 为 

X= Ax Bu, x(0) = x 
y= Cx | 
首先 假设 估计 器 So 在 开 环 情形 下 与 系统 5S 服从 相同 的 运动 规律 ， 
从 而 有 


(8. 4. 35) 


d - 、 、 、 
一 xX 二 Ar 十 Bu, 7X(0) 一 
dr (8. 4. 36) 


y= Cx 
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这 时 ,S 与 S, 二 者 的 状态 误差 z 夺 x 一 x 将 满足 如 下 方程 
z= Az, 2z(0) = xo— x 
因而 ,z 的 解 为 
z(t) = e”z(0) 

其 中 初始 状态 的 估计 误差 z(0) 是 无 法 避免 的 ,而 z(t) 是 否 答 减 以 
及 衰减 的 快慢 则 取决 于 系统 矩阵 A。 利用 实际 输出 与 估计 输出 之 
差 进行 反馈 控制 ,来 改进 估计 器 的 系统 矩阵 ,这 样 做 有 可 能 加 快 
z(t) 的 衰减 。 

记 实 际 输出 为 ,估计 输出 为 y; 二 者 之 差 y 一 == C(x 一 x)。 
设 估计 器 的 反馈 增益 阵 取 为 L, 这 时 ,闭环 估计 颖 的 运动 微分 方程 
为 


di A Bu Ly y), Xx(0) = 


dt 
y= 人 Cx 
以 上 二 式 可 合并 为 
3 ~ (A— LCr+ Bu LCx (8. 4. 37) 


可 见 , 经 反馈 修正 后 ,闭环 估计 器 的 系统 和 矩阵 已 变 为 (4 一 LC)。 

由 式 (8.4.35) 与 (8.4. 37) ,状态 估计 误差 z 将 满足 如 下 方程 

z 一 (4 一 ELC)z，z(0) 一 To 一 加 
它 的 解 将 为 
Zi) 一 ec 27Z(CO) 

于 是 ,问题 归结 为 适当 地 选取 增益 阵 志 ,满足 :1) 佑 讨 疹 财 
环 系统 是 渐 近 稳定 的 ;(2) 4 一 LC 阵 的 特征 值 (极点 ) 配置 使 状态 
估 计 误 差 有 足够 快 的 豪 减 率 ,以 上 两 点 都 导致 下 一 小 节 要 讨论 的 
极点 配置 问题 。 

值得 一 提 的 是 ,利用 全 状态 反馈 的 最 优 控制 系统 本 身 束 有 极 
点 配置 问题 ,而 状态 估计 器 设计 又 有 极点 配置 问题 . 那 末 ,在 利用 
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状态 估计 器 来 实现 闭环 最 优 控制 的 系统 设计 中 ,这 样 两 种 极点 配 
置 是 否 会 相互 影响 呢 ? 闭 环 控制 系统 的 特征 值 分 离 定理 回答 了 这 
一 问题 。 


图 8.4.3 状态 估计 反馈 闭环 控制 系统 


考察 图 8. 4.3 所 示 由 受 控 系 统 与 状态 估计 喝 组 成 的 闭环 控制 
系统 . 设 按 真实 状态 反馈 形成 的 用 环 控制 系统 的 特征 多 项 式 为 
4 人 (3) 一 17 一 4 一 如 | ,又 财 环 状态 佑 计 和 但 的 特征 多 项 式 为 人 43) 
二 |s51 一 4 十 LC| 分离 定 理 指出 : 按 佑 计 状 态 反 馈 形 成 的 总 的 闭 
环 控制 系统 的 特征 多 项 式 则 为 A(s) 二 A1(s)As(s), 即 有 

A(s) = |sIT— A++BKIIsi—A++LC| 
这 样 就 保证 了 上 述 两 种 极点 配置 可 以 分 别 独立 地 进行 设计 。 

当 系 统 中 部 分 状态 变量 可 年 接 通 过 测量 得 到 时 ,例如 x 个 状 
态 变 量 中 有 7 个 可 直接 测 得 , 则 可 以 根据 类 似 的 思路 设计 降 维 ( 例 
如 一 r+ 维 ) 估计 竟 。 

还 需要 指出 的 是 ,以 上 讨论 中 都 没有 考 上 处 系统 中 实际 存在 的 
输入 噪声 与 测量 噪声 的 影响 , 当 考 虑 噶 声 的 影响 时 ,和 需要 用 到 卡 不 
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曼 (Kalman) 与 布 西 (Bucy) 的 滤波 理论 ,这 已 经 超出 本 书 的 讨论 
苑 围 ,请 参阅 有 关 现 代 控 制 理论 的 专著 。 


8.4.4 极点 配置 


上 小 节 在 讨论 状态 估计 器 设 计时 已 提 到 极点 配置 问题 .其 实 ， 
反 饿 控制 实质 上 就 是 对 系统 的 极点 进行 重新 调整 .由 于 系统 的 动 
念 特性 主要 取决 于 其 特征 值 与 特征 矢量 ,因此 , 硅 控 制 了 系统 的 特 
征 值 (极点 ) 也 就 在 很 大 程度 上 控制 了 系统 的 动态 特性 。 
本 小 节 用 SISO 系统 来 说 明 极 点 配置 的 基本 设想 。 
设 SISO 反馈 控制 系统 可 描述 为 
r= Ax+bu 
y= Cx 
其 中 A4、b.c 分 别 为 n Xnn X11xXn 阶 常数 算 阵 ,再 设 系 统 是 状 
态 能 控 的 , 引 人 如 下 状态 反馈 控制 。 


(8. 4. 38) 


u(t) = r(t) — Kx(t) (8. 4. 39) 
其 中 rr(z) 为 纯 量 函数 ,及 为 1 xn 阶 常数 行 阵 ,。 这 时 .可 以 按 任意 指 
定 的 要 求 来 配置 闭环 系统 的 特征 值 。 
设 系 统 (8. 4. 38) 中 开 环 系统 的 特征 多 项 式 为 
A(s) = |sT—-A| 二 "十 a_i ” 十 十 an (8. 4. 40) 
而 相应 了 财 环 系统 期 望 的 特征 多 项 式 为 
4 (5S) 一 史 十 ai 十 十 ar (8. 4. 41) 


其 中 各 个 系数 ar 由 期 望 的 特征 值 确定 。 

将 式 (8. 4. 39) 代入 式 (8. 4. 38), 可 得 闭环 系统 的 状态 系数 甜 
阵 为 (4 一 bK), 于 是 ,问题 归结 为 如 何 确 定 尺 阵 , 使 特征 多 项 式 满 
足 指定 的 要 求 。 : 

注意 , 非 奇 异 相 似 变 换 并 不 改变 系统 的 特征 多 项 式 。 为 了 叙述 
简明 ,我 们 将 从 状态 能 控 标 准 型 出 发 进行 讨论 。 设 系统 (8. 4. 38) 
可 通过 非 奇 异 变换 x 二 pz 转化 为 
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(8. 4. 42) 
二 C0 之 . 
其 中 
0 
~ : 7，， 
A=p'Ap= , (8. 4. 43) 
a — a, 
b=po b=[0.…01] (8. 4. 44) 
c= cp= [po Pi) (8. 4.45) 
相应 地 , 式 (6. 4. 39) 化 为 
u=r— Kz (8. 4.46) 
其 中 : 
K=kKp 
将 式 (8. 4. 46) 代入 式 (8. 4. 42), 有 
z= (A— bR)z+6 (8. 4. 47) 


若 记 诈 == [6… &,_;], 注 意 到 式 (8. 4.43) 与 式 (8.4. 44) 的 特殊 形 
式 ,闭环 系统 的 状态 系数 矩阵 可 表示 为 

0 
,i 


一 《ao 二 Ro) … 一 (a， ;十 有 ，) 
由 此 可 直接 写 出 闭环 系统 的 特征 多 项 式 
IsT— (A— BbR)| = (a 二 1) 二 
十 (gj 十)s 十 (ao 十 &,) 
(8. 4. 48) 
比较 式 (8. 4. 48) 与 式 (8.4. 41), 可 知 只 要 令 
a 二 k=ar, 1=0,1,*,nm—l (8. 4. 49) 
就 可 以 使 闭环 系统 的 极点 配置 到 预期 的 位 置 上 。 
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以 上 讨论 中 ,并 未 涉及 输出 变量 的 个 数 ,因此 ,这 一 做 法 也 适 
用 于 SIMO 情形 .至 于 MIMO 系统 ,原则 上 也 可 以 实现 极点 配置 ， 
和 SISO 系统 不 同 之 处 在 于 满足 指定 极点 配置 要 求 的 状态 反馈 和 矩 
阵 一 般 不 唯一 .这 样 就 有 更 多 的 自由 选择 来 设计 反馈 控制 ,使 得 不 
仅 能 满足 极点 分 布 的 要 求 ,而 且 能 满足 其 它 性 能 要 求 ,诸如 特征 矢 
量 配置 .零点 分 布 等 ,当然 ,在 确定 反馈 控制 矩阵 时 计算 工作 要 复 
如 此， 

前 已 指出 ,极点 配置 法 的 应 用 不 限于 状态 估计 器 设计 。 事 实 
上 ， 多 自由 度 振动 系统 的 动态 响应 与 稳定 性 在 很 大 程度 上 取决 于 
个 别 或 少数 振动 模 态 的 响应 与 稳定 裕 度 .因此 ,系统 的 振动 控制 同 
样 可 以 利用 极点 配置 来 实现 ,也 就 是 利用 状态 反馈 来 改变 系统 的 
模 态 结构 (特征 值 与 特征 矢量 ) ,使 得 原来 处 于 “临界 ”情形 下 的 模 
态 的 稳定 裕 度 有 所 改善 ,或 者 使 原来 对 系统 响应 有 特大 贡献 的 模 
态 振动 得 到 抑制 .这 样 , 直 接应 用 极点 配置 法 来 控制 系统 振动 时 ， 
必须 事先 对 原 系统 进行 仔细 的 振动 分 析 , 找 出 隐患 所 在 ,然后 有 针 
对 性 地 提出 极点 重新 配置 的 合理 要 求 。 


8. 4.5 一 类 经 常 性 外 扰 作 用 下 系统 的 最 优 控 制 


8. 4.2 节 是 在 没有 外 扰 ( 除 控制 作用 外 ) 的 前 握 下 ,导出 系统 
的 最 优 控 制 律 的 ,而 振动 工程 中 往往 还 逢 要 考察 系统 受 经 第 性 外 
扰 作 用 的 情形 。 

设 定常 线性 系统 受到 正比 于 某 个 纯 量 图 数 w(?) 的 经 常 性 外 
扰 作 用 。.w(i) 满足 初始 条 件 w(0) 二 0, 且 满足 如 下 线性 微分 方程 


Poe 
ew ge “二 二 gaw+gi=0 (8.4.50) 


其 中 gl …,g, 是 给 定 的 常数 .同时 ,对 系统 加 上 正比 于 某 个 纯 量 
函数 xi 的 控制 , 且 设 w(t) 满足 如 下 初始 条 件 


du(0) = un, | = WU， 7 三 1,…*,PpP— 1 (8. 4. 51) 
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式 中 xzo ab 都 是 给 定 的 第 数 。 
这 时 , 设 定常 线性 系统 的 状态 运动 微分 方程 可 摘 述 为 
x = Ax bult) t+ fwrlt) (8. 4. 52) 
其 中 A 为 n Xn 阶 系 统 和 矩阵,b6 与 f 为 Xn X1 阶 常数 列 阵 .再 议 状 
态 的 初始 与 边界 条 件 为 
x(0) = Xo， | (8. 4. 53) 
limx(z) 一 limx (t) 一 0 (8. 4. 54) 
于 是 ,最 优 控制 问题 可 提 为 :寻找 最 优 控制 &(0),0 委 上 < co ,使 下 
列 性 能 指标 J 取 极 小 值 。 


Fn 
J = lim | TerOr 4 Buse dt (8.4.55) 
Te 0 


对 称 正 定 实 数 和 矩阵 。 
在 无 外 扰 作 用 (w(t) = 二 0) 的 情形 下 , 哨 数 多 通常 取 为 
9 = rn’ 
其 中 7 是 实 常 数 , 可 是 , 当 w(t) 是 时 间 蚂 数 时 ,这 种 取 法 将 不 能 满 
足 式 (8. 4. 54) 的 要 求 , 在 w(t) 取 形 式 如 式 (8.4.50) 的 情形 下 ,可 
以 取 


d? Pe- 1 . 
中 = (Tp + go ot 十 十 gout 十 pg1)” (8.4.56) 


这 时 ,可 以 通过 系统 扩 阶 ,将 问题 归结 为 无 外 扰 作 用 的 情形 。 
首先 取 列 阵 5 与 成 比例 , 即 设 
厂 == ap (8. 4. 57) 
其 中 a 是非 零 实 常数 ,再 设 系 统 (4,b) 满足 能 控 性 条 件 , 不 失 一 般 
性 ,系统 (4,b,f) 可 取 为 如 下 能 控 标准 形 
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f= fo,= ab, 
然后 定义 P 个 辅助 状态 变量 
Zi1 == 1 十 azo 


dd 人 一 lrw 


韦 n 十 ; 一 dr 十 uO dr ， 1 一 2 0 
于 是 有 
Tt 一 Antitp? 1 一 ],***,0 一 
dr dze 
.na+n 一 dre “de (8. 4. 58 ) 
再 定义 新 的 控制 变量 v() 为 
p p—1 
v= (8. 4.59) 


这 样 , 考 虑 到 式 (6. 4. 58) 与 式 (6. 4. 50), 有 
Tartp 一 一 区 Xi+i 一 So — "0 — Bprntp 二 Vv 
(8. 4. 58a ) 
现 取 扩 阶 系统 的 状态 变量 为 
z= [x zatp] 


于 是 , 扩 阶 系统 的 最 优 控制 问题 可 表示 为 


z 一 4z 十 pr (8.4.60) 

且 有 
z(0) = zo (8. 4. 60a) 
limz() 一 (8. 4. 606) 

式 中 


A = | R, = 1 i | 
0: AR, — gg.— 8: '"* — gb 


b=[0.…011] 
而 性 能 指标 J 转化 为 


1 A 
7 = lim a [z Oz + rv Jdt (8. 4. 61) 
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一 


人 0 0 
5 
0 0 eno (n+p) 


这 样 , 原 来 在 经 常 性 外 扰 作 用 下 , 且 由 式 (8. 4.50) ~ (8.4.55) 所 
表述 的 最 优 控制 问题 ,通过 引入 新 的 控制 变量 表示 和 系统 扩 阶 后 ， 
已 经 归结 为 常规 的 (无 经 常 外 扰 作 用 的 ) 线性 二 次 型 最 优 控 制 问 
题 , 因 而 可 以 利用 8.4.2 节 中 已 得 的 最 优 控制 律 ,将 本 问题 中 最 优 
控制 w(z) 取 为 


其 中 


v(xz) 一 ZICz (8. 4. 62) 
其 中 

G=— rkKb 
而 是 (2 十 P) X (x 十 0) 阶 正 定 对 称 阵 , 满 足 黎 卡 提 和 矩阵 代数 方 


程 


ATK+KA--r ?KbbK+-O=0 (8. 4. 63) 
原来 系统 的 最 优 控制 &(i) 可 由 v(z) 导出 。 最 终 可 得 
u(t) 一 dy 十 AIXCE) (8. 4. 64) 


其 中 

du 一 |10…0| 

太一 [为 … 六 本 
而 矢量 y 三 [Lyi… yj =[Lz… x+ ， 它 是 辅助 线性 系统 的 状 
态 天 量 ,满足 如 下 微分 方程 

y= Doy + Dix (8. 4. 65) 
其 中 


srr- 
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,| ] 


式 .中 Qi (2 一 ] ，…，P) 与 4 7 = 1,**…,n) 可 由 算 阵 A 与 G 中 的 各 个 
元 素 线 性 表 出 2， 
上 述 最 优 控 制 系统 的 方 框图 如 图 8. 4.4 所 示 。 


图 84.4 经 常 性 外 扰 下 最 优 系 统 方 框图 


现 将 上 述 最 优 控 制 理论 应 用 于 单 自由 度 弹 簧 质量 系统 的 受 迫 
振动 控制 。 

无 阻尼 单 自 由 度 弹 簧 (K) 质量 (WM) 线性 系统 ,其 受 迫 振动 微 
分 方程 加 描述 为 


D Johnson C D. Further study of the linear regulator with distrubances. IEEFE 


Transactions on Automatic Contro]l, 1970, 4. 222 ~ 228 
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一 -一 一 一 


-gm ol ble 


0 1 0 
4A=A4=| 1. 46 = 
—K/M 0 ] 


得 设 外 扰 w(t) 满足 如 下 微分 方程 

w+ gw=0, go= K/M 
与 式 (8. 4. 55) 相应 的 性 能 指标 7 中 的 加 权 和 矩阵 8 取 为 单位 阵 , 与 
式 (8.4. 57) 相应 的 wx 取 为 1。 


从 而 有 


工 / 


图 8.4.5 主 . 被 动 振动 控制 下 的 啊 应 放大 率 


有 具体 计算 中 ,控制 律 是 按 激 振 频率 等 于 系统 固有 频率 时 设计 
的 。 目的 是 要 完全 抑制 在 共振 状态 下 的 稳 态 啊 应 .这 样 , 在 其 它 激 
励 频率 下 系统 的 稳 态 啊 应 就 得 不 到 完全 抑制 .计算 所 得 闭环 控制 
系统 的 频 响 函数 如 图 8. 4. 5 所 示 , 正 如 预期 那样 , 当 w= 二 VK/M 
时 ,系统 的 共振 啊 应 得 到 了 完全 抑制 ,如 图 8.4.6 所 示 。 但 在 其 它 
激励 频率 处 ,系统 的 稳 态 响应 并 不 为 零 , 为 了 便于 比较 ,图 8.4.5 
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中 还 用 虚线 画 出 了 对 应 于 装 有 经 优化 调谐 设计 的 被 动 式 动力 吸 振 
从 时 系统 的 频 啊 曲线 , 吸 振 器 的 质量 m 弹簧 上 与 阻尼 c 是 按 最 优 
参数 设计 的 ,并 对 应 于 吸 振 质 量 比 y = m/M 二 0.2。 该 4 值 是 实用 
中 常 取 的 值 。 


QO 10 20 30 
i/s 


图 8.4.6 共振 情形 下 啊 应 的 时 间 历 程 


尽管 在 采用 主动 式 抑 振 控制 的 情形 下 ,最 大 的 放大 率 仍 可 达 
到 1.5 之 多 ,但 从 图 8.4.5 可 以 看 到 ,主动 抑 振 的 效果 仍然 远 远 优 
于 被 动 式 动力 吸 振 的 效果 .因此 ,为 采用 主动 振动 控制 所 付出 的 代 


价 还 是 值得 的 。 


附录 人 A 信里 叶 变 换 


A.1 全 里 时 变换 的 基本 性 质 


设 X(t) 与 y(t) 的 健 里 叶 变 换 为 XX(w) 与 Y(w), 则 有 
(1) 线性 :. (az 十 by) = aX(w) 十 bY (w) 

(2) 翻转 :ZZ[zx( 一 )] = X( 一 ww) 

(3) 共 示 :FF[x(t)] = XX( 一 w) 

(4) 时 称 : 多 [zt 一 7)] = e-*“F(w) 

(5) 频 移 : 祈 [x(ti)e*] = F(w— 0) 

(6) 卷 积 定理 : 记 xQ) 与 yG) 的 卷 积 积分 为 


X(t)* y(t) = | TTIYy(t 一 T)dr 


则 有 
FZ{r0) x yt) | = XY (ww) 
证 ”由 傅 里 叶 变 换 的 定义 ,有 
史 1z(t)xyt) | 一 | [| Zr)y 一 r)dr le ”dz 
一 | X(T) [| y(t — rt)e “dt ldr 
一 YCw) | Xr)e dr = Cw)Y (ww) 
(7) 帕 塞 瓦尔 (Parsevel) 定理 : 
| z(t)dt 一 过 | XCw) ldo 
_ ZJ -oo 


其 物理 意义 为 信号 在 时 域 的 总 能 量 等 于 它 在 频 域 的 总 能 量 。 
证 | zd=| zf XC)erdwjdt 
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一 去 | Xe) [x (te™dt jdw 


一 二 |- Xlw) Kw dw 
2T | 

| 

一 | | 和 (wow) |:dw 


A.2 5 函数 的 傅 里 叶 变 换 
5 函数 是 一 种 广义 函数 ,通常 定义 为 
[sf Wd = f00) 


其 中 f(z) 是 在 原点 连续 的 任意 函数 。 另 一 方面 ,9 阻 数 也 可 以 看 做 


是 一 些 非 广义 函数 序列 的 极限 情形 .例如 有 


Sinwt 
Tt 


0) = lim 


或 写成 


SIncot 
cow) = lim 一 一 一 
;oo Tw 


利用 这 一 结果 ,可 以 证 明 , 存 在 下 列 傅 里 时 变换 对 
1C)<>2r0(Co) 
事实 上 , 正 变 换 由 定义 ,有 
FL1() |] = | ed 一 ?| cosord: 


SiNnwt 
0 


= 2rC(w) 


一 和 
反之 , 反 变 换 有 
多 -1[2r6(w)] = | acwerdo 一 ex 0 一 
类 似 地 ,可 以 证 明 有 下 列 健 里 时 变换 对 


C(t) Ol(w) 
ee ?INA (w — 2) 


6 函数 在 傅 里 叶 变换 理论 及 其 应 用 中 有 重要 作用 , 它 有 效 地 
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扩展 了 傅 里 叶 变 换 的 适用 范围 。 
A.3 储 里 时 变换 对 简 表 ( 表 A. 3) 
表 A.3 储 里 叶 变 换 对 条 表 


{ 


5 Sin jx 0) — dw CO— 0)| 
on0 (Cw 一 £2) 
矩形 单 脉 冲 
[A <T,A>0 2AT Sm 
wi 
0, tj 二 TT 
指数 衰减 图 数 
一 让 
-{ ， f>0, p>0 二 jw 
0, £0 
三 角形 脉冲 
上 < ,40 (1 一 coswt) 
0， |i| 盖 了 


周期 郴 数 (周期 为 了 ) 


2x > cw 一 70) 


334 振动 理论 及 应 用 


附录 B 拉 普 拉 斯 变换 


> 


.1 ” 拉 普 拉 斯 变换 的 性 质 


设 zG) 的 拉 普 拉 斯 变换 为 XG)yyG) 的 拉 普 拉 斯 变换 为 
Y(s), 则 有 

(1) {azrQ) | = aX(ls) 

(2) [axQ) 十 py( 人 Dj = aX(s) + bY (s) 

(3) {rt) x y(t) | = XC(s)Y (Gs) 
其 中 

z(t) x y(t) = | zcoy( — TT)dr = | zc 一 r)y(r)dr 
称 为 X(t) 与 y(t) 的 卷 积 。 

B.2 拉 普 拉 斯 变换 基本 公式 表 ( 表 B. 2) 


表 B.2 拉 普 拉 斯 变换 基本 公式 表 


多 而 节 
| x 
! 人 (二 ) 
a a 
2 xi 一 zz 一 rz) (时 移 》 e "AX(s) 
XO GE) 
DEX0 
当 
XG) 一 x(0) 
| 
6 zeo(t) (2 阶 导数 ) s"X(s) 一 > szO(O) 
7 | zcodz 全 


8 | | zd) dw) 重 积 分 ) 入 (5) 


一 -一 5" 


序号 
] 


10 


11 


B.3 拉 普 拉 斯 变换 对 表 ( 表 B. 3) 
表 B.3 拉 普 拉 斯 变换 对 表 


’ 
了 
5 
12 
S2 十 ] 
] 
5 十 节 
1 
fe “~ 一 人 7 
(s 十 四) 
| 
COSw 
8 十 Cay 
. Cw 
Sinwt ow 
S$ 
chet 2 
Cu 
shewi 2 


] CO— coswrt 
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用 (5 
中 
wt — SINwt ¢2 Cs 十 cw ) 
2 2 
13 wtCOswt 2 一 光 ) 
(5 十 7) 
2 
14 wtsinwt CS 
(52 十 cw ) 
1 _ 1 
15 | no sinnwt,， 7 一 ] 江干 25ous 十 2 


1 e “(cosnmwt 十 sinyya) ， 3 十 26ow 


5 二 26ws 二 ow 
7 一 YL 一 


雪 


2,1 求 图 示 物 块 mx 的 振动 周期 。 设 有 = 24 As 一 3A)。 


和 葡 T= 2rA/ 


题 图 ?2.1 题 图 2.2 


2.2 求 图 示 物 体 沿 光滑 斜面 振动 的 运动 规律 .已 知 :a = 
30° ,mg 二 9.8N 二 49Nicm ,开始 运动 时 , 弹 筑 无 伸 长 ,物体 速 

答 x 二 一 0. lcos70t cm 

2.3 一 均 质 细 直 杆 ,长 为 二 , 重 为 C, 用 两 根 长 为 疡 的 铅 直线 
挂 成 水 平 位 置 , 试 求 此 杆 绕 铅 直 轴 oo, 微 幅 振动 的 周期 。 
LL h 


3g 
2. 4 用 弹 答 且 挂 的 物体 ,质量 为 内, 原 为 静 平 衡 , 突然 有 质 


答 了 一 2 
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量 为 mi 的 物体 从 高 度 有 落下 , 撞 到 m 后 不 下 回 跳 , 求 此 后 的 运动 。 


2gh . k 
答 Tm Em Naim 
mp k 
p cos 二 


k 
7 六 1 
| 


题 图 2,3 是 图 2.4 


2.5 半径 为 了 的 均 质 圆柱 ,可 在 半径 为 尺 的 圆 简 内 作 纯 滚 
动 。 圆 柱 和 圆 简 的 轴线 都 成 水 平 , 试 求 圆柱 在 静 平 衡 位 置 附近 作 微 
振动 的 频率 。 


| 2g 
4 _ ec 
7 3(R—7) 


2.6 求 图 示 两 弹簧 在 o 点 的 等 值 刚度 系数 , 杆 4B 可 以 在 图 
不 平面 内 绕 o 点 作 转 。 
z a 二 6)* 
k, ki 
2.7 弹 筑 巧 挂 的 物体 ,质量 为 双 , 目 由 振动 的 周期 为 r。 设 在 
物 块 关上 附加 一 个 质量 m”，, 则 弹簧 的 静 伸 长 增加 !, 求 当地 的 重力 


加 速度 。 


是 图 “2.5 是 图 “2.6 


2.8 横 截 面 面 积 为 4、 质量 为 m 的 图 柱 形 浮子 ,静止 浮 在 比 
重 为 7 的 液体 中 ,。 设 从 平衡 位 置 压低 距离 x。, 然 后 无 初速 地 释放 ， 
试 求 浮子 此 后 的 运动 .假定 阻尼 可 以 不 计 ， 


[AY 
答 二 oCOS ~ 


题 图 2.8 题 图 2.9 


2.9 求 等 截面 U 形 管内 液体 振动 的 周期 ,阻力 不 计 , 假 定 液 
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柱 总 长 度 为 !。 


答 7T= 2 元 
2. 10 求 图 示 三 个 摆 微 幅 振 动 的 固有 频率 , 摆 锤 重 为 P, 杆 重 
不 计 ,(6) 与 Ce) 中 每 个 弹 赞 的 刚度 系数 为 。 


2.11 钢 圈 重 为 P, 平 均 半 径 为 R, 用 nn 根 径 同 辐 条 连 全 半径 
为 r 的 固定 轮 开 , 辐 条 两 端 匀 接 。 求 
钢 圈 绕 轮 席 扭 振 的 固有 周期 , 辐 条 
重量 不 计 , 拉力 为 %, 在 振动 中 拉 
力 不 变 。 


[JIR(R— nD)P 
人 2 ng 07- 


2.12 求 图 示 轴 系 扭 转 振 动 
的 固有 频率 ,。 轴 的 直径 为 d, 圆 稚 的 
转动 惯量 为 1 题 图 2.12 
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fy 

2.13 等 截面 水 平 梁 , 长 度 为 ,两 库 简 支 , 截面 抗 弯 刚度 为 
五 7 ,在 梁 的 中 点 处 载 有 重 物 已 .(1) 不 计 梁 本 身 质 量 , 求 系统 的 固 
有 频率 ;(2) 设 梁 单位 长 度 的 质量 为 2, 考虑 分 布 质 量 的 影响 , 求 系 
统 固有 频率 .假定 在 振动 中 , 梁 的 振 型 曲线 与 梁 在 中 点 受 集中 载 从 
时 的 静 挠 曲线 具有 同一 形式 , 即 有 


Ya) = 加 [引子 | 一 4 了 | |， 0<<x<< 了 
其 中 w% 为 染 中 点 振幅 。 


答 (1) f == 小 3; (2) 粱 的 等 值 质量 为 0.4862 


2.14 图 示 轮 子 可 绕 水 平 轴 o 转动 ,对 转轴 的 转动 惯量 为 7,， 
轮 缘 绕 有 一 软 强 ,下 端 挂 有 质量 PP 的 物体 , 绳 与 轮 缘 之 间 无 滑动 。 
在 图 示 位 置 , 由 水 平 弹 签 上 维持 平衡 ,半径 RR 与 a 都 是 已 知 的 。 求 系 


统 微 幅 振动 的 周期 。 


2 
答 全 二 27 /2 十 RI/g 


ka 


题 图 2.14. 题 图 2.15 


2. 15 写 出 图 示 系 统 的 运动 微分 方程 ,以 及 训 减 振动 的 频率 
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与 临界 阻尼 的 表达 式 ，。 
,bk $c 、 
代 9 一 (a mm (3 
= 2 Vmk 


2.16 豪 减 振动 的 振幅 在 10 次 的 振动 过 程 中 ,由 A 
3. 0 cm 缩小 到 4, 二 0. 06 cm , 求 对 数 减 缩 率 。 

答 6 二 0. 391 

2.17 挂 在 弹 筑 下 端的 物体 , 重 1.96 N, 弹簧 系数 有 = 
0.05 N/ecm, 阻 尼 系 数 c = 二 0.02 N。，s/cm, 现 将 物体 从 平衡 位 置 拉 
下 5 cm, 然 后 无 初速 地 释放 , 求 此 后 的 运动 。 

答 = 二 5e (1 十 5t) cm 

2. 18 试 证 明 : 在 阻尼 比 “ 上 = 0.02 时 ,每 周 耗 散 的 能 量 约 为 
初 值 的 1/4。 

2. 19 ”物体 重 2 N, 挂 在 弹 入 下 端 , 弹 筑 系 数 衣 二 4.9 N/cm， 
求 临 界 阻 尼 系 数 。 / 

答 c= 0.20N.…s/cm 

2.20 ”在 图 示 有 粘性 阻尼 的 振动 系统 中 ,质量 
m 二 10 kg ,刚度 系数 k= 二 10 kN/m,(1) 求 临界 阻尼 
系数 c.;(2) 将 物 块 压 下 ,在 离 静 平衡 位 置 1 cm 处 无 
初速 地 释放 , 求 阻 尼 系 数 c = 0. 2c.,c.,1. 2c. 三 种 情 
形 下 , 物 块 的 运动 方程 。 

答 (1)c. = 632N.,s/m 

3.1 挂 在 弹簧 下 端的 物体 重 0.49 N ,弹簧 系 题 图 .20 
数 为 0.2NA/cm, 求 在 铝 垂 扰 力 下 一 0.23 sin8xt N 作 
用 下 , 物 块 的 振动 规律 。 

答 X= 二 一 2 sin8xt cm 

3.2 电动 机 重量 为 了, 装 在 弹性 基础 上 . 静 下 沉 为 6., 在 转速 


| 
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为 n r/min 时 ,由 于 转子 的 不 平衡 , 沿 铅 垂 方向 有 正 弱 型 扰 力 ,使 
电机 产生 振幅 为 a 的 强迫 振动 , 试 求 扰 力 的 力 幅 ,阻尼 可 以 不 计 。 


aflg nn 
和 P= | 900 


3.3 匀 质 细 杆 的 长 ! = 40 cm ,重量 为 20 N, 上 端 由 光滑 锭 
链 固 定 。 今 在 距 上 端 为 /4 处 作用 一 水 平 周 期 扰 力 P() = 
Psinwt ,其 中 P= 一 2N,w= 二 4 Xrad/s, 求 杆 作 稳 态 振动 的 振幅 。 
答 岛 一 0.869 


题 图 3.3 是 图 3.4 


3.4 图 中 4B 为 无 重 刚 杆 ,4 端 由 光滑 匀 链 固定 ,在 B 端 作 
用 周期 扰 力 P(t) = Posinwt ,已 知 重 物 的 质量 为 m, 弹 得 的 刚度 系 
数 为 上 ,阻尼 系数 为 c, 求 共振 振幅 。 

P, 

答 XE 

3.5 在 题 2.12 中 的 圆 盘 上 施加 外 力 偶 MM = 500 rsin2xt N，… 
cm, 求 圆 盘 扭转 振动 的 振幅 ,已 知 轴 的 直径 4 = 2 ccm,l = 40 cm， 
前 切 弹性 模 量 CG=8X10N/em:, 圆 盘 绕 转轴 的 转动 惯量 为 了 一 
1000N。cm。sS-。 

从 晶 一 0.067 26 rad 

3.6 试 证 明 ; 有 阻尼 弹簧 质量 系统 在 谐 和 激 扰 力作 用 下 作 


强迫 振动 时 ,在 频率 比 为 
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/= 和 = VI 一 w 
时 振幅 最 大 ,此 时 放大 率 为 
] 


一 28 VI 

3.7 同上 题 题 意 , 试 证 明 当 7Y = 1 时 ,速度 幅 值 最 大 ,并 导出 

速度 幅 值 。 
, X， 

答 zmo 一 7 相 

3.8 弹簧 质量 系统 如 图 所 示 。 今 在 质量 块 上 作用 一 谐 和 拢 
力 了 二 Fosinwt ,同时 在 弹 得 固定 端 有 
支承 运动 z, 二 acosat。 试 写 出 系统 的 [ww 一/ 
运动 微分 方程 并 求 稳 态 强迫 振动 


7777777 
的 振幅 。 


1 | 2 ,hos 
全 T= a +T (TF) 


3.9 弹簧 下 端 挂 有 重 为 P 的 物 
体 ,上 端 作 简 谐 运 动 ,01.B = asinwt。 求 物体 的 强迫 振动 .已 知 P = 
0.4N,k=0.04N/cmya=2cm,w—=78s !, 

答 = 二 4sin7t 

3. 10 ”参阅 上 题 附 图 ,弹簧 上 端 按 o 刀 = asinwt 上 下 运动 ,下 
端的 物体 使 弹 答 有 静 伸 长 8, 求 物体 的 运动 方程 , 设 在 t= 二 0 时 , 物 
体 处 于 静止 ,并 取 这 个 静 平 稀 位 置 为 坐标 轴 x 的 原点 。 


工 ， 


题 图 3.8 


a ww . . 
(—sinpt 一 sinwt) 


答 当 w 关 PP 时 ,x 二 


当中 王妃 时 ,z 王 (sinpt 一 ptcospt) 


3.11 单 摆 悬 点 o 沿 水 平方 向 作 简 谐 运动 ,z = asinwt。 试 求 


对 题 345 


在 伺 幅 的 强迫 振动 中 偏 角 8 的 改变 规律 , 己 知 摆 长 为 1, 摆 锤 质 量 
为 77 。 


w 
答 1 一 ~ 了 sinwt, 其 中 万” = 六 


bn 


om 静 平 衡 位 置 


题 图 3.9 题 图 3.11 


3.12 写 出 图 示 系 统 的 运动 微分 方程 , 并 求 稳 态 振动 的 


?: — CSICE 


题 图 3.12 
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答 7z=-- - 
YV(1 一 全 十 《257 


3. 13 小 车 重 己 ,下 以 简化 为 用 弹 筑 支 在 轮子 上 的 一 个 重量 ， 
弹簧 刚度 系数 为 &, 轮 子 重量 与 变形 略 去 不 计 。 某 段 路 面 成 正 弱 波 
形 ,可 以 表示 为 


.2 
Yi1 一 Ysin 


试 求 小 车 以 水 平 匀 速度 立行 驶 时 ,车 身上 下 强迫 振动 的 振幅 。 设 阻 
尼 系 数 c = 0。 


加 8 了 了 
车 Y= glik 一 dnvP 


3.14 为 了 估计 机 器 基 座 的 阻尼 比 5, 用 激 振 器 使 机 器 上 下 
振动 . 激 振 器 有 两 个 相同 的 偏心 块 ,可 沿 相 反方 向 绕 水 平 轴 以 同一 
转速 4 转动 , 当 转 速 w 未 渐 提 高 时 ,机 器 达到 最 大 振幅 X. 二 2 cm 
继续 提高 w, 机 器 的 振幅 渐 趋 稳定 值 X 一 0. 25 cm。 试 求 5， 

3. 1$ 一 位 移 计 的 固有 频率 为 ] Hz, 无 阻尼 ,用 以 测 4 Hz 的 
简 谐振 动 , 测 得 振幅 为 0.130 cm, 问 实际 振幅 为 多 少 ? 误 差 为 
多 少 ? 

答 0. 122 cm 

3. 16 一 测 地 震 用 的 加 速度 计 , 本 身 的 固有 频率 为 20s ', 阻 
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尼 为 5 = 0.7,。 如 果 允 许 误 差 为 1%, 问 该 加 速度 计 能 测 得 的 最 高 频 
率 是 多 少 ? 

答 8.1s 

3. 17 某 洗 衣 机 机 器 部 分 重 W = 2.2 X10N, 用 四 个 螺旋 强 
簧 在 对 称 位置 支 承 ,每 个 弹 
簧 的 螺 圈 平均 半径 R= 二 51 
mm, 弹簧 丝 直 和 人 径 d 一 18 
mm , 圈 数 邯 王 10, 前 切 弹 性 
模 量 G = 8 Xx 10'N/cm’, 同 
时 装 有 四 个 阻尼 器 ,总 的 阻 
尼 可 用 5 = 0.1 表 示 。 在 脱水 
时 转速 N = 600 r/min, 此 
时 衣物 偏心 重 为 10 N ,偏心 题 图 “3.17 
距 为 40 cm, 试 求 : (1) 洗衣 
机 机 器 部 分 的 最 大 振幅 ;(2) 传递 率 及 隔 振 效率 。 

答 (〈1) 工 =0.19cmji (2)7 一 0.064 3 

3.18 图 示 力 函数 f(z) 作用 在 有 线性 阻尼 的 弹簧 质量 系统 
上 , 求 系 统 的 稳 态 啊 应 。 


答 x 二 十 D> rasin nat 一 @) 


其 中 x = F / (nn) 
VE nom)’ + nw)’ 


3. 19 ”一 弹 得 质量 系统 在 图 示 的 激 扰 力作 用 下 作 强 迫 振 动 ， 
试 求 其 稳 态 振动 的 响应 。 
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4Fo sn (一 1) 邱 sinmcut 


now 
中 ==1 ,3 ,5 ] 一 (一 一 7) 
nl | 


题 图 3.18 题 图 3.19 


4.1 试 证 明 : 有 限 尼 振 系 对 作用 于 := 0 时 的 冲 量 玉 的 响应 ， 
其 出 现 峰值 的 时 刻 为 


1 V1 一 全 
fs = aArctan 一 一 一 一 一 
q 6 
并 求 峰值 Xx,,,。 
a 1 rctana Y ] | 7 
max — 一 和 < dO 
告 工 mq 6 


4.2 用 脉冲 响应 函数 法 求 无 阻尼 振 系 对 图 示 激 扰 力 1(7) 的 
啊 应 . 设 : 一 时 ,ro -一 0, xo 一 QO, 


答 x = 二 (1 — cospr), Ot 
F, 
z= Leosplt — tt) 一 coszt 
一 [1 一 cos 恩人 一 二)] ， tt 


袜 一 [cospli — 1) 一 cospt | 一 
X [cosplt —1,) — cosplt ~—1t))|, tt 
4.3 将 上 题 中 的 f(t) 换 成 题 图 4. 3 给 出 的 形式 , 求 系统 的 


也 题 349 
啊 应 。 
F, — 0 二 1 去 


这 sinp(t — 11) ~ Sinpt 十 cosplt -一 0 | 1 


i 
Ar 0 ~“ 
3 | pt 
8 


:= Ee 
pi 


题 图 4.3 


题 图 4.2 
4. 4 求 无 阻尼 弹簧 质量 系统 对 图 示 斜 坡 力 函数 /ti) 二 at 的 


啊 应 . 设 :! 一 0 时 , 文 一 To sz 一 Too 
_ Zo ay 1 
TX 二 XocOspt 十 psinpt 十 E (£ psinpt) 


答 
f(t) F 
F, 
。 

, 

pF i 
a 
题 图 4.5 


题 图 4.4 
4. 5 ” 试 求 图 示 弹 簧 质量 系统 在 力 二 Foe “作用 下 的 响应 ， 


系统 初始 时 静止 。 
答 工 二 -和 z sinp: — cospt 十 ee 
当 图 示 系 统 支 承 处 有 突然 同上 的 位 移 x, = 二 a 时 , 求 系统 


4.6 
的 啊 应 。 
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全 工 二 a(l — cospt) 


(pp) 


题 图 。 4.6 


4.7 ”用 拉 普 拉 斯 变换 法 , 求 有 阻尼 弹簧 质量 系统 , 当 支 承 有 
运动 x, = vt 时 ,系统 的 响应 ,系统 初始 时 静止 。 


© 
答 工 二 v(t 一 singt) 


4.8 ”已 知 支 承 速度 为 zx, 二 20(1 一 5t)。 求 弹簧 质量 系统 相对 
于 支承 的 啊 应 (1) , 设 t 二 0 时 ,xo 二 0 ,zo — 0, 


4.9 试 画 出 无 阻尼 弹簧 质量 系统 对 题 图 4. 3 所 示 三 角形 肪 
冲 的 冲击 响应 谱 。 


题 图 4.8 题 图 


4.10 试 画 出 无 阻尼 弹簧 质量 系统 对 半 正 终 脉冲 的 冲击 啊 
应 谱 , 并 证 明 : 当 /T= 己 时 ,响应 峰值 出 现在 1 一刀 时 刻 ;而 对 于 
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较 小 的 二 值 , 则 峰值 出 现在 剩余 振动 阶段 。 
s.1 与 出 图 示 轴 盘 扭 转 系统 的 刚度 窍 阵 。 


) ~ 开 ， O 0 
答 KK — Ek, kik, 一 R， 人 
OU 本 k, k, 十 k, i k, 
0 0 一 k; k; 
Ri k; R， 
Jf 了 1, I 
题 图 5.1 题 图 5.2 


s$.2 写 出 图 示 梁 的 柔 度 矩阵 , 梁 本 身 质 量 略 去 不 计 , 抗 容 刚 


度 为 上 7 。 
9 11 7 


11 16 11 
/ 7 11 9 : 

5. 3 ”图 示 弹 簧 质量 系统 中 ,如 mm = js 一 73 一 MA 一 一 
k, 二 上 , 求 其 各 阶 固 有 频率 和 主 振 型 。 


k k. 
答 ps = 0.445 a ksps = 1.247 kp = 1.802A/ < 


1 
答 R= 768EJ 


U. 445 — 1.247 1. 802 
此 一 0, 802 上 7 一 — 0.555 点 3 一 一 2.247 
1. O00 1. 000 1. 000 


5.4 ”图 示 扭 振 系 统 由 扭转 刚度 为 & 的 负 , 半 行为 .转动 惯 
量 为 1 的 轮 描 ,半径 为 尺 、 转 动 惯量 为 7 的 外 轮 和 四 个 片 状 弹 簧 
(每 个 弹簧 外 端的 刚度 系数 为 如 ) 所 组 成 ,假定 轴 的 一 端 固定 并 忽 
略 轴 的 质量 . 试 建立 扭转 振动 的 振动 微分 方程 ,并 证 明 其 频率 方程 


352 振动 理论 及 应 用 


可 化 为 
了 
Pp’ 一 (wr) 十 (2 十 TP 十 wriwzs 一 0 


4k,R’ 
式 中 on = 了 7， 2 二 7 6 


5.5 在 风 洞 实验 中 ,把 
机 鞭 痪 段 简 化 为 图 示 平 面 内 的 
刚体 ,并 由 刚度 为 的 弹 移 和 
刚度 为 & 的 扭 簧 所 支持 ,已 知 三 图 ”5.3 
翼 段 的 质量 为 m, 绕 重心 G 的 
转动 惯量 为 7, 重心 与 支持 点 的 距离 为 e。 试 求 系统 在 图 示 平 面 内 
微 振动 的 频率 方程 。 


是 图 5.4 题 图 5.5 
k ko + Ae- kko 
-4 4 一 | 一 -上 ”| 2 一 


5.6 三 个 单 摆 借 两 个 弹簧 连接 ,如 图 所 示 。 令 mi 二 m; 二 mm 
= m,k! = k, = k,(1) 试 以 bi.0, 及 0, 为 广义 坐标 ,建立 系统 的 运 
动 微分 方程 ;(2) 求 出 系统 的 固有 频率 及 相应 的 主 振 型 。 
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题 图 5.6 题 图 5.7 


5.7 在 图 示 模 型 中 ,假定 质量 则 与 各 个 妆 都 只 能 洽 工 方 辐 
运动 。 试 求 系 统 的 各 阶 固 有 频率 及 确定 其 振 型 天 量 空间 的 完备 基 。 

5.8 两 端 固定 的 轴 , 长 为 3, 重量 不 计 。. 轴 上 著 有 两 圆 盘 ,人 它 
们 对 轴 的 转动 惯量 1 二 21;, 各 轴 段 的 扭转 刚度 系数 均 为 k。 今 在 
左 圆 盘 上 作用 有 转 矩 MG) = Mosinat , 求 系统 的 稳 态 强迫 振动 。 

M 2 一 Lo 
答 | 4 上 sina 
4A(o 二 (ww 一 p1)(w 一 p2)， pi,p;i 为 系统 固有 频率 

5.9 某 振 动 第 可 简化 为 图 示 系 统 ,已 车 ; 减 振 染 重 W = 
6 700 N, 槽 体重 克 , = 18 700 NN, 减 振 弹 簧 刚度 &. 三 7 392 Nj/cm,， 
k, 二 5 760 N/ecm, 若 在 权 体 上 作用 一 激 振 力 f = 二 Fosinet, 其 中 F 
一 5 000 N,w 二 77 rad/s。, 试 求 传 到 地 基 上 的 力 的 最 大 值 ，。 

答 ”F, 二 730 NN 
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题 图 5.8 题 图 5.9 


5. 10 ”图 示 为 一 机 车 的 简化 模型 。 当 机 车 在 动力 不 平顺 的 加 
道上 行驶 时 ,机 车 作 上 下 振动 , 设 不 平顺 度 可 用 z, = asinet 表示 。 
问 当 w 为 基 频 pi 的 0.707 1 倍 时 ,车 体 的 振幅 为 a 的 多 少 倍 。 已 知 
W, = 44 100 N,W, = 441 000 N,k, = 1.683 x 10 N/m,k, = 
3. 136 X 10° N/m, 

答 2.013 倍 

5. 11 在 题 5. 3 中, 若 在 第 三 个 质量 上 作用 一 静 力 了, 使 系统 
处 于 平衡 ,然后 突然 释放 , 求 系统 的 啊 应 。 

1. 22cosp 一 0, 28cosp,t + 0. 06cosp st 

答 x= ~ 2. 20cospt — 0,. 13cosp,t 一 0. eosin 
2.75cospit + 0. 23cospot 十 0.03c0ospat 
5. 12 ” 求 图 示 三 节 摆 的 固有 频率 。 / 


答 p= 0.645 4 六 ， p, = 1.514 6 妆 ， 


p; = 2. 507 8 全 


5. 13 ”在 上 题 三 节 摆 中 的 第 一 .一 两 质量 上 作用 有 简 谐 激 振 
力 '5esinwr, 求 系统 的 稳 态 响应 。 其 中 FF。 为 常量 ,w? 一 知 ， 


二 图 5.10 籁 图 5.12 


5. 14 图 示 系 统 中 各 质量 绕 轴 o 的 转动 惯量 为 1 == 1,= 1 二 
7 ,又 各 弹簧 刚度 包 = ks, 二 ,二 上 &, 求 系统 的 固有 频率 和 主 振 型 。 


kR? 
答 pi = 0， ps = p§ = 


Xi 一 [] 1 1] 
xz 一 [1 0 一 1 
xs=[1l 一 2 1 
5. 15 图 示 弹 筑 质 量 系 统 中 ,各 质量 均 为 m, 各 弹 赞 刚度 均 
为 有 。 设 系统 只 能 沿 水 平 直 线 运 动 , 求 系统 各 个 有 频率 及 主 振 型 。 
答 pp? = 二 0， P= (2 一 VZ) 二 ， 


k k 
pi=2—, pi=Q2+v2)=— 


XI 一 [1 1 1 1 
xx 一 [1 0.414 一 0.414 一 1] 
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2 一 |1] 一 1 一 1 1 
xx 一 [1 一 2.414 2.414 一 


5 


题 图 5.14 题 图 5.15 


$5. 16 设 题 5.15 所 述 系统 初始 条 件 为 
Xi 一 [0 0 0 0 
xo=[v 0 0 v! 
求 系统 的 自由 振动 。 
C) 


答 x= x 二 十 x 一 sinpt 
[= | 1 十 2p, p3 


5. 17 设 题 5.15 所 述 系 统 原来 处 于 静 平 衡 状态 , 今 在 其 中 第 

一 与 第 四 个 质量 上 加 以 水 平方 回 的 阶 既 力 天 三 天 一 下 , 求 系统 的 
啊 应 。 

Fr F 

答 T= rp 

5.18 ”有 阻尼 弹 移 质量 系统 如 图 所 示 。 如 有 了 和; 一; = 二 m3 一 


(1 一 COS pt) 


mh =h =h =k,F = FF, Fm Fsinw,w— 1.2.5./< .Hi 设 


ni 


各 振 型 阻尼 比 5 = 0.01, 试 求 各 质量 块 的 稳 态 强迫 据 动 。 
|) 0. 398 

答 |- 二 |0.717 

3 0. 894 


sin(wt 一 @) 
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10. 896 
十 ?| 4. 849 一 多) 
一 8737 
0. 064 
十 二 一 0, san sin(wt— @) 
0.035 
9 = 179°31’58", $= 103°30'28", $= 1°31’54” 


pe 


5.19 ”在 图 示 轴 系 模型 中 , 轴 可 看 做 均匀 简 支 梁 , 其 截面 褒 
曲 刚 度 为 灭 7, 轴 长 为 , 轴 本 身 重 量 可 略 去 不 计 。 轴 上 各 集中 质 
量 为 

Mi 一 7 m= dn, 713 一 2m 
试用 两 种 形式 的 瑞 利 能 量 法 求 系统 的 基 频 。 

5.20 长 度 为 2 的 均匀 悬 璧 深 如 图 所 示 。 设 粱 截面 弯曲 出 度 
为 也 ,在 深 的 中 点 与 末端 各 载 有 集中 质量 2m 与 m, 梁 本 身 质 量 可 
略 去 不 计 。 试 用 传递 矩 阵 法 求 系 统 的 固有 频率 与 振 型 。 

答 pp: 二 0.31 El/ml:, 8.12 EI/m/’ 

5.21 设 有 题 图 5.21 所 示 贺 支 - 目 由 扭 振 轴 系 。(1) 用 两 种 
能 量 法 估算 系统 的 基 频 ,假设 振 型 可 取 为 

YY 一 (0.4 0.7 0.9 1] 
(2) 用 两 种 里 效法 计算 系统 前 2 阶 频 率 , 假 设 模 态 可 取 为 
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中 一 |10.25 0.5 0.75 1 
yj, = [0.06 0.25 0.56 1]' 


i I I 7 
1 2 im 
EI EI 
是 图 5.20 题 图 5.21 


5.22 考察 图 示 梁 系 模型 的 论 曲 振动 ,其 中 无 重 均匀 晤 臂 梁 
长 为 4, 截 面 弯 曲 刚度 为 
E1, 沿 梁 长 等 间距 安装 
四 个 集中 质量 mr。(1) 
用 两 种 能 量 法 估算 系统 
的 基 频 。 假设 振 型 可 
取 为 


x=[1 0.66 0.34 0.1] 
(2) 用 两 种 里 效法 计算 系统 前 2 阶 频率 ,假设 模 态 可 取 为 
p=[l 0.56 0.25 0.06] 
p=[1l 0.42 0.12 0.015] 
《3) 用 矩阵 迭代 法 求 系统 前 2 阶 频率 与 振 型 ;4) 用 子 空间 迭代 法 
求 系统 前 2 阶 频率 与 振 型 .初始 迭代 振 型 可 选 成 与 (2) 中 的 相同 ; 
(5) 用 传递 矩阵 法 求 系统 前 2 阶 频率 与 振 型 。 
6.1 确定 张 紧 弦 的 自由 振动 , 设 初 始 条 件 为 
y(r,0) 一 0 


yzy0) = ) 
26(1 一 本 )， Fr 
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答  y(CZ) = 吕 > SDT sncosp 


,一 
6.2 一 长 为 :的 等 直 圆 杆 以 习 角 速度 到 转动 ,未 瞬时 左 病 突 
然 固定 , 求 杆 扭转 振动 的 啊 应 。 


Swl 一 ] . Pp ， 
2 — 一 -~ 万 二 一 
全 : G(x,t) 7 2 C 1 yan TSIN pi, 其 中 a 


Cr 271 一 ] 
VS ， p, 二 2] Na 


6.3 ”一 等 直 杆 左 端 固定 , 右 端 附 
一 重 为 的 重 物 并 和 一 弹 先 相 连 . 求 系 . 
统 纵向 振动 的 频率 方程 。 


答 EAbcos £1— Sp ‘sin D7 + 题 图 6.3 
ksin Pl =0 

6.4 求 图 示 阶 梯 杆 纵 疝 振动 的 频率 方程 ， 

答 tan(Fl tan( £1,) 一 年 


题 图 6.4 题 图 6.5 


6.5 “一 等 直 圆 杆 两 端 附 有 两 个 相同 的 圆 盘 , 如 图 所 示 。 已 知 
杆 的 长 度 为 1, 杆 对 自身 轴线 的 转动 惯量 为 1, 圆 盘 对 杆 轴线 的 转 
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动 惯 量 为 1,, 求 系统 扭转 振动 的 频率 方程 ， 
1,、_pl 
2(2) (全) pa 
答 tan l= a = /Se 
(EY 一 1 
6.6 试 证 明 :; 在 基本 边界 条 件 下 , 变 截 面 杆 纵向 振动 振 型 峭 
数 的 正 交 性 , 即 


| poUi oOU,x)de =0 
| EACz) SC dU ,C2) ee 
6.7 试 考察 下 列 梁 弯 曲 振动 的 频率 方程 : (1) 一 并 贸 文 ,一 
端 自 由 的 均匀 梁 ;(2) 一 端 匀 支 ,一 端 弹簧 (刚度 为 &) 文 承 的 均匀 
梁 ;(3) 一 端 饺 支 , 一 端 附 加 集中 质量 m 的 均匀 梁 ;(4) 一 疾 贸 文 ， 
一 端 附加 集中 质量 m 并 受 弹 簧 (刚度 为 &) 支承 的 均 习 梁 。 
6.8 一 特种 人 造 卫 星 , 由 钢 缆 连 
接 两 个 相等 的 质量 区 组 成 , 钢 绕 长 27, 单 wo mn 
位 长 度 的 质量 为 pc; 整 个 卫星 装置 以 角 | 
速度 wo 绕 其 质心 旋转 ,假设 钢 缆 中 的 张 : 
力 可 以 看 做 常数 .证 明 钢 缆 在 旋转 平面 一 1 
内 的 横生 振动 微分 方程 为 


9y 0 3 ciy| 题 图 6.8 


ax mil 


dz 一 0 


6.9 设 简 支 梁 受 分 布 载荷 有 = Wosin 了 sinwt 的 作用 。 求 梁 
的 强迫 振动 。 


网 Wo sinwt ,x 
人 YF Wi / 


6. 10 ”一 简 支 梁 受 到 一 集中 力 了 的 作用 ,此 力 以 等 速 v 从 左 
向 右 移动 , 试 求 其 响应 。. 设 初 瞬 时 力 己 在 梁 的 左 端 。 


习 题 361] 


sn 好 2 之 
答 y(X,t) 一 区 NS [ sin rt 一 singp, t | 
ot NT 
nt p _ (下 ) 


G.11 ” 设 有 锐 支 -自由 染 ， ， 
其 贸 文 疾 有 横 问 位 移 yosinwt, 试 
证 明 匀 支 颖 与 目 由 端 (X 二 人 ) 的 
振幅 比 为 
shflcosBl — chBlsinBl 


20 _ 
yy shp — sinpl 中 图 6.10 
6.12 试 导出 半 答 为 a, 赂 
边 固定 的 圆 膜 的 频率 方程 。 
7. ] 图 示 变 截面 杆 ,其 截面 变化 规律 为 


6 1 Xz 

m(x) = om(l 一 本 本 ) 
EA(X) 一 EA 一 二 了 字 ) 
试用 假设 模 态 法 求 前 2 阶 固 有 频率 与 振 型 函数 ，。 


wt 天 一 一 
十 
题 图 7.1 题 图 7.2 


7.2 设 有 单位 厚度 的 模 形 梁 , 一 端 固定 ,一 六 上 自由 ,其 截面 


变化 规律 为 
4(z) 一 [Al 一 地 )] 


I(x) = 01 一 
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试用 假设 模 态 法 求 前 2 阶 固有 频率 和 振 型 函数 
7.3 试用 模 态 综合 法 求 图 示 刚 架 在 自身 平面 内 弯曲 振动 的 
前 2 阶 固有 频率 与 振 型 .假设 在 振动 中 扣 角 始终 保持 为 直角 .。 


il 


和 题 图 了 ?7.3 题 图 7.14 


7.4 在 水 平面 内 穹 成 直角 的 圆 杆 ,一 端 固 支 , 一 端 自由 , 考 
察 杆 在 馈 垂 面 内 的 弯曲 振动 ,但 须 考 虑 杆 1 除 弯 振 外 还 有 扭 振 , 求 
它 的 前 2 阶 国 有 频率 与 振 型 。 

7.$ 用 有 限 元 素 法 求解 下 列 问 题 :(1) 将 均匀 固 支 梁 分 成 两 
个 相同 的 元 素 , 求 它 的 弯曲 振动 基 频 近似 值 ;(2) 将 一 端 固 支 、 一 
端 自 由 的 均匀 圆 杆 , 分 成 相同 的 四 个 元 素 , 求 它 的 前 2 阶 扭 振 频 
率 ;(3) 将 两 端 固 支 的 均匀 杆 分 成 四 个 相同 的 元 素 , 求 它 的 前 2 阶 
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绪论 
| 概述 

2 振动 系统 分 类 

3 振动 形式 分 类 

4 研究 万 法 

1 目 由 度 线性 系统 (一 ) 一 一 目 由 振动 

1 5| 言 

2 谐振 子 与 谐振 动 

3 能 量 法 

4 弹性 元 件 的 等 效 质量 

5 线性 阻尼 系统 的 目 由 运动 
.6 最 碱 振 动 与 对 数 减 幅 率 
1 自由 度 线性 系统 (二 ) 一 一 定常 强迫 振动 
二 5| 言 
2 系统 对 谐 和 激励 的 啊 应 〈 一 ) 一 一 无 阻尼 情形 
了 系统 对 谐 和 激励 的 啊 应 〈 二 ) 一 一 线性 阻尼 情形 
.4 定单 强 旭 振动 的 复数 解法 与 频率 喘 应 范 数 
9 周期 疝 励 下 的 定 帅 强 担 振 动 


:| 传 里 叶 级 数 

3 9 2 强 旭 振动 的 一 般 表 示 式 
.6 疯 振 原理 
2 陋 振 原理 
二 出 运动 隅 振 
9 力 隅 振 
eR 反馈 控制 隔 振 
8 结构 阻尼 
.9 品质 数 与 半 功 率 市 宽 
1 自由 度 线性 系统 (三 ) 一 一 非 定 帅 响应 
1 5| 言 
2 脉冲 响应 法 与 时 域 分 析 
3 传 里 叶 (积分 ) 变换 与 频 域 分 析 
4 拉 普 拉 斯 要 换 法 
4.4.1 万 法 简介 
4.4.2 系统 对 典 王 冲击 激励 的 啊 应 
> 冲击 响应 谱 
多 目 由 度 线 性 系统 的 振动 
;> 5| 言 
;2 系统 振动 做 分 万 程 的 一 般 形 式 
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| 拉 格 明日 方程 

5 20> 短 振 动 方程 
ee 实 模 态 分 析 

S| 无 阻尼 情形 

Se > 经 典 阻尼 情形 
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1 对 称 系统 

2 非 对 称 系统 

英 态 (特征 对 ) 计算 问题 

1 化 简 和 矩阵 用 的 基本 变换 

2 特征 值 问 题 的 提 法 

.3 单 用 解法 的 基本 思路 

动力 响应 的 一 般 公 式 
] 非 对 称 系 统 非 经 典 阻尼 情形 
2 对 称 系统 非 经 典 阻 尼 情 形 
3 对 称 系 统 经 典 阻尼 情形 

.4 几 扣 小 议 

系统 脉冲 响应 矩 阵 与 传 违 罚 数 矩阵 

求 系统 了 呆 应 的 转移 算 阵 法 

无 约束 结构 的 弹性 模仿 
模 态 摄 有 动 问题 

。 由 0U . ] 实 模 态 受 动 问题 

. 10. 2 复 模 态 摄 动 问题 
假设 模 态 法 
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. 11. 2 里 效 (Ritz) 法 
传递 矩阵 法 

.12.1 轴 系 的 扭转 振动 
12.2 梁 的 弯曲 振动 
精确 解法 


连续 系统 的 最 简 情 形 一 一 弛 的 模 同 振动 
1 从 多 目 由 度 系统 到 连续 系统 


维 波动 方程 的 其 它 振动 系统 
1 杆 的 纵向 振动 
2 轴 的 扭转 振动 
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1 梁 容 曲 振动 的 运动 方程 
2 梁 的 目 由 振动 
3 固有 频率 与 振 型 函数 
甬 切 变形 、 转 动 惯量 号 轴 回力 的 影响 
5 .1 六 切 变 形 与 转动 惯量 的 影响 
5 .2 轴 同 力 的 影响 
振 型 芳 数 的 正 交 性 
连续 系统 的 动 响应 
薄膜 的 振动 
杂交 系统 的 振动 
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末 系 统 的 离散 化 与 近似 解法 


5| 言 


2 弦 的 振动 做 分 方程 及 其 上 自由 振动 


/ 3 假设 司 态 7 法 
{ 。 4 校 仿 综合 法 
动 控制 概论 
阻尼 消 振 
振动 隔离 
动力 吸 振 
主动 振动 控制 简介 
| 稳定 性 、 能 择 性 、 能 疯 性 
2 线性 二 次 型 最 优 控制 
3 状态 重 构 
.4 极点 配置 
5 一 类 经 吊 性 外 执 作用 下 系统 的 最 优 皖 制 
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